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(...) La base de su aritme´tica es la nocio´n de nu´meros indefinidos. (...)
Afirman que la operacio´n de contar modifica las cantidades y las convierte de
indefinidas en definidas. El hecho de que varios individuos que cuentan una
misma cantidad logran un resultado igual, es para los psico´logos un ejemplo de
asociacio´n de ideas o de buen ejercicio de la memoria. Ya sabemos que en Tlo¨n
el sujeto del conocimiento es uno y eterno.
Tlo¨n, Uqbar, Orbis Tertius, Jorge Luis Borges
If in some cataclysm, all scientific knowledge were to be destroyed, and only
one sentence passed on to the next generations of creatures, what statement
would contain the most information in the fewest words? I believe it is atomic
hypothesis (or atomic fact, or whatever you wish to call it) that all things are
made of atoms...
The Feynman Lectures on Physics, Chapter 1: “Atoms in motion”, Richard P.
Feynman
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S´ıntesis
Se estudia el comportamiento de la Energ´ıa de Ionizacio´n (EI) de a´tomos
aislados con N electrones como funcio´n de la carga nuclear Z, considerada
un para´metro arbitrario, en la regio´n Z < N . Se analizan a´tomos con la
estructura electro´nica de gases nobles (N = 2, 10, 18) y de metales alcalinos
(N = 3, 11, 19) utilizando me´todos nume´ricos (Interaccio´n de Configuracio-
nes con excitaciones dobles) y modelos semi-anal´ıticos.
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Introduccio´n
Desde principios del siglo XX, cuando se acumularon, como evidencia
indirecta de la hipo´tesis ato´mica, el e´xito de la Teor´ıa Cine´tica Molecular,
la Tabla Perio´dica de Mendele´ev, el descubrimiento de iones y electrones, y
la comprensio´n del origen de la radiacio´n electromagne´tica, se comenzaron a
estudiar, de manera teo´rica y experimental, los a´tomos como constituyentes
fundamentales de la materia. Los trabajos de Thomson (1897), Rutherford
(1911), Bohr (1913) y muchos otros intentaron describir la estructura interna
del a´tomo y su interaccio´n con la radiacio´n.
No obstante, el impulso ma´s significativo de la f´ısica ato´mica esta´ dado
por el surgimiento de la Meca´nica Cua´ntica, cuyas figuras ma´s importantes
fueron de Broglie, Heisenberg, Schro¨dinger, Born, Pauli y Dirac. Con esta
teor´ıa, que prove´ıa una f´ısica conceptualmente diferente y un arsenal de nue-
vas herramientas teo´ricas, se pudieron responder muchas de las interrogantes
planteadas sobre los feno´menos ato´micos y se concibieron interpretaciones
ma´s apropiadas sobre el tema; en particular, se explico´ la naturaleza de los
enlaces qu´ımicos y la no intuitiva estabilidad de aniones ato´micos (iones
ato´micos con carga negativa). Uno de los resultados ma´s satisfactorios de
la Meca´nica Cua´ntica es la explicacio´n lo´gica del sistema perio´dico de los
elementos.
A partir de la de´cada del 30 se desarrollaron poderosos me´todos e instru-
mentos experimentales sobre la base de ideas cua´nticas ba´sicas, entre ellos la
resonancia magne´tica de haces moleculares, el ma´ser y el la´ser. Las nuevas
te´cnicas fueron aplicadas a problemas ba´sicos de la electrodina´mica cua´nti-
ca, para el estudio de propiedades ato´micas o nucleares y para el disen˜o de
dispositivos como los relojes ato´micos.
Algunos avances subsecuentes de la f´ısica ato´mica esta´n relacionados con
el control del movimiento y los estados internos de a´tomos e iones; el me´to-
do de espectroscop´ıa de radiofrecuencia con a´tomos excitados o´pticamente
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(1953), la te´cnica de trampa de iones (en la de´cada del 50), el enfriamiento
Dopler (1978), y, ma´s recientemente, la condensacio´n de Bose-Einstein en un
gas ato´mico (1995) y la medicio´n del corrimiento al rojo gravitacional por
interferometr´ıa ato´mica (2010), se cuentan entre los ma´s prominentes. Otros
to´picos actuales de intensa labor investigativa son los estados transientes y
la dina´mica de colisiones, la teor´ıa relativista de muchos cuerpos, la corre-
lacio´n electro´nica, los iones mu´ltiplemente cargados y el estudio de a´tomos
sometidos a intensos campos magne´ticos.
Un resumen de la actividad cient´ıfica del siglo XX enmarcada en la f´ısica
ato´mica se puede encontrar en el art´ıculo de Kleppner ([1]).
Dentro del estudio de los a´tomos, desde hace algu´n tiempo, existe un in-
tere´s marcado en la estabilidad de aniones ato´micos en trabajos tanto teo´ricos
([2]-[17]) como experimentales ([13], [18], [19]).
Las investigaciones experimentales sobre el tema se concentran, en su
mayor´ıa, en la bu´squeda de aniones ato´micos en fase gaseosa de un largo
tiempo de vida, con t ∼ 1µs ([19]), aunque tambie´n existen trabajos que
describen la estructura electro´nica de dichos sistemas ([18]).
En el caso de estudios teo´ricos se suelen emplear modelos semi-anal´ıticos
de una part´ıcula ([2], [11]-[13]), me´todos ab initio ([4], [5]) caracter´ısticos de la
Qu´ımica Cua´ntica, la teor´ıa de Lieb ([2], [3], [6]) basada en aplicar el principio
variacional a la matriz densidad, descripciones ana´logas a las transiciones de
fase y feno´menos cr´ıticos ([7]-[13]) usuales en la F´ısica Estad´ıstica, o aparatos
matema´ticos ma´s rigurosos ([15]-[17]) en el marco de la Meca´nica Cua´ntica
no relativista.
Estos trabajos generalmente no estudian la dina´mica del problema sino
procesos estacionarios, de manera que el criterio de estabilidad no viene dado
por el tiempo de vida de las especies en cuestio´n sino por el hecho de que el
estado del electro´n ma´s lejano al nu´cleo deje de ser ligado. Para este caso se
tiene que la energ´ıa del sistema de N − 1 electrones E(Z,N − 1) debe ser
menor o igual que la energ´ıa del sistema con N electrones E(Z,N), o lo que
es lo mismo la energ´ıa de ionizacio´n del sistema debe ser nula o positiva.
Fenomenolo´gicamente, se puede entender que cuando se an˜aden electro-
nes al a´tomo neutro el apantallamiento de carga hace que el nu´cleo efectivo
que “percibe” el u´ltimo electro´n tenga carga nuclear cero o incluso menor,
forma´ndose una barrera de Coulomb repulsiva. Cuando esta barrera es sufi-
cientemente grande, y la repulsio´n coulombiana es mayor que otras fuerzas
atractivas debidas a los efectos de llenado de capas, el nivel de energ´ıa del
electro´n ma´s lejano se aproxima al continuum y este se escapa por efecto
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tu´nel a trave´s de la barrera. En estas condiciones se dice que el a´tomo se
“autoioniza”, i.e. pierde un electro´n sin que se le suministre energ´ıa al siste-
ma, o sea que la configuracio´n del a´tomo con N electrones resulta inestable
debido a que existe un configuracio´n con menor nu´mero de electrones que
tiene energ´ıa igual o menor.
Existe una carga nuclear cr´ıtica Z(c) para la cual ocurre este proceso de
autoionizacio´n y este valor es tal que se cumple que E(Z(c), N) = E(Z(c), N−
1). La comparacio´n de Z(c) con el nu´mero de electrones N del sistema puede
ser usada en el criterio de estabilidad de aniones mu´ltiplemente cargados,
como veremos ma´s adelante.
Algunos art´ıculos ([10], [13]) reportan valores de la carga nuclear cr´ıtica
Z(c) para a´tomos con N electrones para 2 < N < 86, y demuestran la
estabilidad de aniones ato´micos simples para ciertos valores de N . Adema´s,
a pesar de que no exista un resultado de una teor´ıa de primeros principios que
lo prohiba, existe consenso en la comunidad cient´ıfica relacionada con el tema
acerca de la no existencia de aniones ato´micos doblemente cargados (AAD)
estables en fase gaseosa. Ca´lculos ab initio han comprobado muchas veces
esta hipo´tesis ([13]). Es conocido tambie´n que los AAD pueden estabilizarse
bajo la influencia de campos externos intensos ([2],[3], [11]-[14], [22]), en
fase gaseosa, o con la presencia de un medio solvente como el agua ([4]).
Para mole´culas s´ı se han obtenido evidencias de aniones doblemente cargados
incluso de forma experimental ([20]), y la bu´squeda de aniones mu´ltiplemente
cargados en mole´culas pequen˜as continu´a siendo de intere´s en esta rama de
la f´ısica ([20],[21]).
Este trabajo tiene como motivaciones todos los estudios citados, en es-
pecial los trabajos de Kais y/o Serra ([7]-[14]) sobre la analog´ıa entre las
transiciones de fase de la F´ısica Estad´ıstica y el comportamiento del u´lti-
mo electro´n en un a´tomo con carga nuclear cercana a Z(c). Estos autores
demostraron que, para a´tomos con N = 2, la energ´ıa de ionizacio´n (EI) en
funcio´n de la carga efectiva del nu´cleo (Zcore = Z − N + 1), i.e. la carga
del corio´n compuesto por el nu´cleo y los electrones internos, alrededor de
Zcore
(c) = Z(c) − N + 1, exhibe una discontinuidad en su derivada, mientras
que, para a´tomos con N = 3, la aproximacio´n de EI a cero es suave ([13]). En
la teor´ıa de transiciones de fase se dir´ıa que la transicio´n de fase en funcio´n
del para´metro Zcore, ana´logo de la temperatura, en el caso con N = 2 es de
primer orden mientras que en el de N = 3 es de segundo orden o continua
([13]). Una extensio´n de este resultado podr´ıa ser, como se ha propuesto la
presente tesis, probar que estas diferencias existen en general entre los a´to-
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mos con la estructura electro´nica de los metales alcalinos (Grupo IA de la
Tabla Perio´dica) y los que tienen capas electro´nicas llenas, con la estructura
electro´nica de gases nobles (Grupo VIIIA de la Tabla Perio´dica).
Por otro lado, para el dominio catio´nico (Z > N o´ Zcore > 1) de iones
ato´micos se ha demostrado, utilizando la teor´ıa de Thomas-Fermi, la uni-
versalidad existente en el comportamiento de la energ´ıa de ionizacio´n ([23]).
Ser´ıa interesante, adema´s, demostrar un resultado similar para la dominio
anio´nico e interpolar entre estas soluciones para obtener una curva universal
de energ´ıa de ionizacio´n de a´tomos para todo el rango de Z.
En este trabajo nos concentramos en el estudio de la energ´ıa de ionizacio´n
de a´tomos e iones ato´micos con N = 2, 10, 18 (con la estructura electro´nica
de gases nobles) y N = 3, 11, 19 (con la estructura electro´nica de metales
alcalinos), variando Zcore en el rango (−1, 1), es decir en el dominio anio´nico,
con dos objetivos fundamentales:
Buscar relaciones universales en el comportamiento de la energ´ıa de
ionizacio´n cerca del valor umbral de la carga nuclear Z(c)
Analizar la estabilidad de aniones ato´micos en fase gasesosa en funcio´n
del nu´mero de electrones del sistema.
Los ca´lculos nume´ricos necesarios se realizaron mediante el me´todo de
Interaccio´n de Configuraciones hasta excitaciones dobles (2p2h) utilizando
como referencia la funcio´n de onda de Hartree-Fock. Los detalles de estos
me´todos son descritos en el Cap´ıtulo 2 de manera exhaustiva, y las particu-
laridades de los ca´lculos de la energ´ıa del estado ba´sico de a´tomos pueden
encontrarse en el ep´ıgrafe 3.1.
Para describir la variacio´n de EI con Zcore se propuso un potencial simple
(compuesto del pozo finito con profundidad V0 y radio r0 y el potencial de
Coulomb con carga efectiva Zcore) que reproduce la interaccio´n del electro´n
de´bilmente ligado con el sistema a corto y a largo alcance. Modelos similares
de una part´ıcula se han planteado en otros trabajos para describir el a´tomo de
N electrones ([2],[11]-[13]). En el ep´ıgrafe 1.3 se abunda sobre este modelo de
una part´ıcula y las soluciones de la Ecuacio´n de Schro¨dinger para el potencial
planteado.
El trabajo presentado como tesis de diploma consta de una introduccio´n,
tres cap´ıtulos, y las correspondientes conclusiones. El contenido esta´ distri-
buido de la siguiente forma:
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Introduccio´n: Se muestra una resen˜a histo´rica de los avances fun-
damentales de la f´ısica ato´mica y se presenta el tema de estudio: la
estabilidad de aniones ato´micos en fase gaseosa.
Cap´ıtulo 1: Se discute el criterio de estabilidad empleado en funcio´n
de la carga nuclear cr´ıtica, se muestran caracter´ısticas generales de los
metales alcalinos y los gases nobles, y se propone un me´todo semi-
anal´ıtico de una part´ıcula que puede describir la energ´ıa de ionizacio´n
de estos sistemas electro´nicos.
Cap´ıtulo 2: Se describen las caracter´ısticas fundamentales de los me´to-
dos empleados para el ca´lculo nume´rico de la energ´ıa del estado ba´sico
de a´tomos con N electrones.
Cap´ıtulo 3: Se sen˜alan los detalles computacionales del ca´lculo de la
energ´ıa del estado ba´sico de a´tomos y se muestran los resultados obte-
nidos para sistemas ato´micos con la estructura electro´nica de los gases
nobles y de los metales alcalinos. Se analiza la estabilidad de aniones
ato´micos y la universalidad en las curvas de energ´ıa de ionizacio´n. Se
obtiene una expresio´n anal´ıtica de la energ´ıa de ionizacio´n del electro´n
ma´s lejano en funcio´n de la carga nuclear del corio´n, empleando el
modelo de una part´ıcula propuesto.
Conclusiones: Se resaltan los resultados fundamentales y sus inter-
pretaciones, haciendo e´nfasis en la estabilidad de los aniones y la uni-
versalidad de la energ´ıa de ionizacio´n en el dominio anio´nico para los
a´tomos estudiados.
Recomendaciones: Se indican las posibles mejoras y extensiones que
puede sufrir este trabajo en pos de convertirse en un estudio ma´s rigu-
roso y exhaustivo.
Cap´ıtulo 1
Preliminares
1.1. Energ´ıa de ionizacio´n y estabilidad de
a´tomos
Dado que la energ´ıa de ionizacio´n es una propiedad que se empleara´ muy
frecuentemente a lo largo de este trabajo, es preciso ofrecer una definicio´n
rigurosa de ella:
Definicio´n: El potencial de ionizacio´n (I) de un a´tomo es la energ´ıa que
debe suministrarse al sistema para extraer de este un electro´n, o, lo que es
lo mismo, la energ´ıa necesaria para promover a un electro´n desde el nivel
de energ´ıa del espectro discreto en que se encuentra hasta el continuum. Se
define, adema´s, la energ´ıa de ionizacio´n o de enlace (EI), como la energ´ıa
necesaria para que el a´tomo mantenga ligado al u´ltimo electro´n (EI = −I).
Esta energ´ıa se puede calcular para el caso de un a´tomo de N electrones
y carga nuclear Z mediante la expresio´n EI = E(Z,N)−E(Z,N−1), donde
E(Z,N) y E(Z,N−1) son las energ´ıas del estado ba´sico del sistema con N y
N−1 part´ıculas, respectivamente. Como se afirmo´ en la introduccio´n de este
trabajo, el criterio empleado para la estabilidad de un sistema ato´mico se
refiere a la energ´ıa de ionizacio´n del mismo, de manera que si el sistema tiene
energ´ıa de ionizacio´n EI < 0 es estable, mientras que si EI > 0 es inestable;
la frontera entre estas regiones, EI ≈ 0 (umbral de autoionizacio´n), sera´ de
particular importancia, en cap´ıtulos posteriores (Ep. 3.3), para el ana´lisis de
universalidad.
La forma natural de entender la aproximacio´n del sistema al umbral de
autoionizacio´n surge de analizar como se comportar´ıa la energ´ıa de ioniza-
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cio´n al agregar electrones al a´tomo neutro. Es lo´gico pensar en este caso
que existira´ un nu´mero ma´ximo de electrones que el nu´cleo ato´mico pueda
mantener ligados y, por tanto, toda configuracio´n con un nu´mero mayor de
electrones sera´ inestable. Sin embargo, este no sera´ el enfoque considerado
en este trabajo, debido a que no es efectivo desde el punto de vista compu-
tacional1. Aqu´ı se tomara´ como punto de partida el a´tomo neutro, como en
el caso anterior, pero en vez de agregar electrones, se disminuira´ de manera
discreta (con paso ∆Z = 0,1) la carga nuclear Z, tomada como para´me-
tro arbitrario, hasta que esta sea tal (Z = Z(c)) que el nu´cleo ato´mico sea
incapaz de mantener ligado al u´ltimo electro´n. (Se define la carga nuclear
cr´ıtica Z(c) como la carga nuclear tal que EI(Z
(c), N) = 0.). Aunque calcular
la energ´ıa de sistemas con carga nuclear fraccionaria no tiene sentido f´ısico,
por la cuantizacio´n de la carga, este tratamiento resulta u´til para analizar
estabilidad y universalidad de a´tomos, y ya ha sido empleado en los trabajos
([13]) y ([15]) con propo´sitos similares.
De alguna manera resulta intuitivo que, a medida que el campo central
del nu´cleo se hace menos atractivo, por la disminucio´n de la carga nuclear,
el sistema se aproxima al umbral de autoionizacio´n. O sea debe existir una
carga nuclear cr´ıtica Z(c) para la cual el sistema transita del estado con N
part´ıculas al estado con N−1 part´ıculas, tras el proceso de ionizacio´n. Ahora
bien, una demostracio´n estricta de la existencia de una carga nuclear cr´ıtica
para un a´tomo deN electrones es un poco ma´s elaborada y no sera´ presentada
en este trabajo, aunque puede encontrarse en el art´ıculo de Lieb ([6]).
La comparacio´n de la carga nuclear con el nu´mero de electrones del sis-
tema analizado ofrece un criterio preciso sobre la estabilidad de un sistema.
Para un a´tomo con N electrones y carga Q = Z −N :
si Z(c) ≥ N − 1 no existe un ion negativo con carga Q = −1,
si Z(c) < N − 1 existe un ion negativo con carga Q = −1, y,
si Z(c) < N − 2 existe un ion negativo con carga Q = −2.
1El valor del nu´mero de electrones N aparece, en todas las expresiones de los me´todos
de Qu´ımica Cua´ntica (ve´ase Cap´ıtulo 2), como un l´ımite superior de las sumatorias (e.g.∑N
i,j:i<j
1
|ri−rj|
), de manera que, a los efectos del ca´lculo nume´rico, carece de sentido
extender el para´metro N a valores no enteros. Por el contrario, para el para´metro Z
no existe esta dificultad (e.g. −Z∑Ni=1 1ri ), y, en teor´ıa, se podr´ıa calcular la energ´ıa de
ionizacio´n de un sistema con carga nuclear fraccionaria.
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No´tese que Z(c) < N debido a que el a´tomo neutro y los cationes ato´micos
(Z ≥ N) son siempre estables (al menos para los valores de Z que permitan
la estabilidad del nu´cleo ato´mico) su energ´ıa de ionizacio´n es estrictamente
positiva por tanto es necesario suministrarle energ´ıa al sistema para que sea
ionizado.
Para analizar el comportamiento de la energ´ıa de ionizacio´n, se requiere,
como se apunto´ anteriormente, la energ´ıa del estado ba´sico de los sistemas con
N y N−1 electrones. El ca´lculo de la energ´ıa y la funcio´n de onda del estado
ba´sico, y de los estados excitados, es el objetivo de los me´todos de la Qu´ımica
Cua´ntica, algunos de los cuales se explicara´n ma´s adelante, en el Cap´ıtulo
2. En este estudio se calcularon nume´ricamente estas magnitudes(E(Z,N),
E(Z,N − 1)) mediante el me´todo de Interaccio´n de Configuraciones hasta
excitaciones dobles, al cual se dedica un ep´ıgrafe del cap´ıtulo siguiente (Ep.
2.6).
1.2. Metales alcalinos y gases nobles
En un gra´fico de EI con el nu´mero ato´mico Z (con Z = N) los valores
ma´s elevados resultan para los elementos de capas electro´nicas llenas o gases
nobles (Z = 2, 10, 18, 36, 54, 86), debido a la simetr´ıa esfe´rica de su estructura
electro´nica, mientras que, para los elementos que se encuentran inmediata-
mente despue´s, denominados metales alcalinos (Z = 3, 11, 19, 37, 55, 87), la
ligadura del u´ltimo electro´n es pequen˜a y su energ´ıa de ionizacio´n muy baja.
En la energ´ıa de excitacio´n se aprecia un efecto similar, al cerrarse una capa,
el pro´ximo nivel de energ´ıa disponible esta´ relativamente distante, y ello ha-
ce que se requiera una energ´ıa mucho menor para excitar el u´ltimo electro´n
(i.e. promoverlo a un nivel energe´tico superior del espectro discreto) en un
a´tomo alcalino que en un a´tomo de gas inerte. Ambos propiedades son las
responsables del cara´cter qu´ımico distintivo de los elementos del Grupo IA y
VIIIA.
Los gases nobles muestran una tendencia a formar compuestos comparati-
vamente baja (de ah´ı gases “inertes”). Sin embargo, los elementos que tienen
un electro´n ma´s o un electro´n menos que los gases nobles son qu´ımicamente
activos, y tienen propiedades contrastantes. Aquellos que siguen (en la Tabla
Perio´dica) a los gases nobles, alcalinos y alcalinos te´rreos, como el litio, el
berilio, el potasio, el calcio y otros, son meta´licos y fuertemente electropositi-
vos: tienden fa´cilmente a formar iones positivos (baja energ´ıa de ionizacio´n).
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Los elementos que se encuentran antes de los gases nobles, especialmente los
halo´genos, son ele´ctricamente no conductores, algunos incluso son gaseosos,
y fuertemente electronegativos: tienden a formar iones negativos aislados o
en combinacio´n con otros a´tomos. Elementos de estos dos tipos suelen com-
binarse entre s´ı para formar compuestos estables; uno de los ejemplos ma´s
comunes de estos compuestos es el cloruro de sodio (NaCl).
Si se asume que la actividad qu´ımica (i.e. la capacidad de formar mole´cu-
las) esta´ de alguna manera condicionada a la magnitud de los campos exter-
nos ele´ctrico y magne´tico creados por el a´tomo, entonces, en el caso de los
gases nobles, estos campos deber´ıan ser considerablemente pequen˜os o nulos.
Las propiedades de los elementos alcalinos pueden ser explicadas si se su-
pone que el arreglo de los electrones externos en un a´tomo de gas noble es par-
ticularmente estable, o sea, una configuracio´n de energ´ıa especialmente baja.
En muchas ocasiones, para los a´tomos alcalinos, la pe´rdida de un electro´n es
favorable debido a que el sistema llega a una configuracio´n electro´nica similar
a la de los gases nobles.
El estudio exhaustivo del sistema perio´dico de los elementos y sus carac-
ter´ısticas principales es abordado en los libros de texto de f´ısica ato´mica [24]
y [25], que se recomiendan al lector.
La presente tesis, como ya se ha dicho, aborda al estudio de la estabilidad
de aniones ato´micos en fase gaseosa (i.e. aislados), y, para ello, nos circunscri-
biremos al ana´lisis de dos grupos de a´tomos que tienen la estructura electro´ni-
ca de los elementos del Grupo IA y del Grupo VIIIA de la Tabla Perio´dica,
o sea de los metales alcalinos y de los gases nobles, respectivamente. Ahora
bien, debido a que la carga nuclear Z se variara´ entre Z = N − 2 y Z = N
para construir las curvas de energ´ıa de ionizacio´n, la identificacio´n de estos
grupos de a´tomos (N = 2, 10, 18, 36, 54, 86 y N = 3, 11, 19, 37, 55, 87) con
los Grupos correspondientes de la Tabla Perio´dica (Z = 2, 10, 18, 36, 54, 86 y
Z = 3, 11, 19, 37, 55, 87, con Z = N) no es totalmente rigurosa. Expliquemos
este detalle con un ejemplo; el caso de N = 18 tiene un anio´n con carga
Q = −1 estable ([13]) en fase gaseosa, de manera que tendr´ıamos un a´tomo
con N = 18 y Z = 17 (Cl−). En este caso, el arreglo de electrones es similar
al del Argo´n (Ar), pero un poco ma´s expandido debido a que la carga nuclear
del Ar es superior a la del Cl (ZCl + 1 = ZAr). El Cl
− tiene una estructura
electro´nica muy similar a la del Ar, aunque no ide´ntica.
Fueron escogidos tres a´tomos (ve´ase Fig. 1.1), de cada grupo sen˜alado,
para realizar los ca´lculos nume´ricos de energ´ıa de ionizacio´n: N = 2, 10, 18,
del primer grupo, y N = 3, 11, 19, del segundo. Las comparaciones repor-
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tadas en la discusio´n (Ep. 3.3) muestran que la separacio´n en grupos no es
arbitraria.
Figura 1.1: Tabla Perio´dica de Mendele´ev donde se han resaltado los Grupos
IA y VIIIA, de estructura similar a los a´tomos estudiados. Se han enmarcado
en cuadros rojos los elementos neutros con la misma cantidad de electrones
que los a´tomos para los que fue calculada la energ´ıa de ionizacio´n.
1.3. Modelo de una part´ıcula para un a´tomo
de N electrones
Para estudiar el estado de´bilmente ligado del u´ltimo electro´n en un a´tomo
de N electrones se puede introducir un modelo semi-anal´ıtico ([2], [11]-[13])
que describa las interacciones de ese electro´n con el corio´n (i.e. nu´cleo ato´mico
y electrones internos).
Es conocido que a larga distancia el electro´n de´bilmente ligado so´lo siente
la atraccio´n de un nu´cleo efectivo con carga Zcore = Z−N+1, o sea esta´ sujeto
a un potencial del tipo −Zcore/r. Sin embargo, a corta distancia pueden
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existir efectos de llenado de capas que pueden ser modelados por un pozo de
potencial cuadrado finito con profundidad −V0 y ancho r0.
De manera que el potencial que se propone para el problema de una
part´ıcula puede escribirse de la siguiente manera:
V (r) = −Θ(r, r0)V0 −Θ(r0, r)Zcore
r
(1.1)
donde Θ(r, r′) es la funcio´n de Heaviside que es nula para r > r′ e igual a 1
para r < r′. En la Fig. 1.2 aparece una representacio´n esquema´tica de este
potencial.
Figura 1.2: Esquema del modelo de potencial de una part´ıcula V (r) para
Zcore > 0. Se muestra un pozo cuadrado para r ≤ r0 y una cola de Coulomb
para r > r0.
Se debe resolver entonces, para este potencial, la ecuacio´n:
{−1
2
∇2 −Θ(r, r0)V0 −Θ(r0, r)Zcore
r
}ϕ(~r) = εϕ(~r) (1.2)
Planteando la separacio´n de variables segu´n la expresio´n:
ϕ(~r) = R(r)Y (θ, φ) (1.3)
donde Y (θ, φ) son los armo´nicos esfe´ricos, se obtiene la siguiente ecuacio´n
para la funcio´n de onda radial R(r):
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{1
2
∂2
∂r2
+
1
r
∂
∂r
+Θ(r, r0)V0 +Θ(r0, r)
Zcore
r
− l(l + 1)
r2
+ ε}R(r) = 0 (1.4)
La funcio´n de onda que es solucio´n de esta ecuacio´n diferencial resulta:
R(r) =
{
A
Jl+1/2(α
′r)√
α′r
r < r0
B
Wβ,l+1/2(αr)
r
r > r0
(1.5)
donde: 
β = Zcore√
2|ε|
α =
√
8|ε|
α′ =
√
2|ε|
(1.6)
Jl+1/2(x) es la funcio´n de Bessel de orden fraccionario y Wκ,µ(x) es la so-
lucio´n de la Ecuacio´n de Whittaker que es regular para x → ∞. Para ma´s
informacio´n sobre las propiedades de estas funciones consu´ltese [26].
Para hallar los niveles de energ´ıa se utiliza la continuidad de la funcio´n de
onda y su derivada en la frontera r0. De manera que se obtiene la siguiente
ecuacio´n trascendente:
α′(ε)
J
′
l+1/2(α
′(ε)r0)
Jl+1/2(α′(ε)r0)
= α(ε)
W
′
β,l+1/2(α(ε)r0)
Wβ,l+1/2(α(ε)r0)
(1.7)
cuya solucio´n son los niveles de energ´ıa ε.
Este modelo se empleara´ para deducir el comportamiento cerca del umbral
de la energ´ıa de ionizacio´n EI de un a´tomo con N electrones, que ser´ıa la
energ´ıa del estado ba´sico del electro´n de´bilmente ligado ε0.
Cap´ıtulo 2
Formalismos teo´ricos y me´todos
de la Qu´ımica Cua´ntica
2.1. Hamiltoniano ato´mico
Consideremos un a´tomo o ion con carga nuclear Ze yN electrones. Un tra-
tamiento detallado de este sistema debe tener en cuenta ([27]): 1) la energ´ıa
cine´tica de los electrones y su energ´ıa potencial electrosta´tica (Coulomb) de-
bida a la atraccio´n del nu´cleo (asumiendo que es puntual y de masa infinita),
2) la repulsio´n electro´statica (Coulomb) entre electrones, 3) la interaccio´n
magne´tica de los espines electro´nicos con el orbital (interaccio´n esp´ın-o´rbi-
ta), y 4) otros efectos relativistas pequen˜os como la interaccio´n esp´ın-esp´ın,
correcciones radiativas y nucleares (debido a la masa y dimensiones finitas
del nu´cleo, momento de dipolo magne´tico nuclear, etc.).
Usualmente la descripcio´n detallada de un a´tomo de muchos electrones
es sumamente dif´ıcil y hay que recurrir a descripciones aproximadas. En este
trabajo despreciamos las interacciones consideradas en 3) y 4). De mane-
ra que resulta el siguiente Hamiltoniano ato´mico (en unidades del Sistema
Internacional):
Hˆ =
N∑
i=1
{− ~
2
2me
∇2ri − (
e2
4πǫ0
)
Z
ri
}+
N∑
i<j=1
(
e2
4πǫ0
)
1
rij
(2.1)
donde ri es la coordenada del electro´n i con respecto al nu´cleo, rij = |ri− rj|
es la distancia entre el electro´n i y el j, y la u´ltima suma corre sobre todos
los pares de electrones.
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No´tese que este Hamiltoniano es independiente de las variables de esp´ın y
es sime´trico ante permutaciones de las coordenadas espaciales de dos part´ıcu-
las.
Es conveniente en este estudio pasar a unidades ato´micas (1 hartree =
27,211 eV , 1 bohr = 0,52918 A˚). El Hamiltoniano en estas unidades se escribe
como:
Hˆ =
N∑
i,j=1
{−1
2
∇2ri −
Z
ri
}+
N∑
i<j=1
1
rij
(2.2)
La Ecuacio´n de Schro¨dinger para la funcio´n de onda espacial ψ se escribe:
Hˆψ(r1, . . . , rN) = Eψ(r1, . . . , rN) (2.3)
o expl´ıctamente, usando la expresio´n (2.2) de Hˆ:
[
N∑
i=1
{−1
2
∇2ri −
Z
ri
}+
N∑
i<j=1
1
rij
ψ(r1, . . . , rN)] = Eψ(r1, . . . , rN) (2.4)
Esta es una ecuacio´n diferencial en derivadas parciales de 3N dimensio-
nes, donde las variables independientes son las coordenadas espaciales de los
electrones ( r1, r2, ..., rN ). Esta ecuacio´n no admite separacio´n de variables
debido al te´rmino 1/rij, que da cuenta de la repulsio´n mutua entre electrones.
Para el caso de dos electrones ese te´rmino puede tratarse como perturbacio´n,
pero en general (N > 2) es muy grande y no es aplicable el me´todo pertur-
bativo.
En el Ep´ıgrafe 2.3 se abordara´n los me´todos de Hartree y Hartree-Fock,
basados ambos en el principio variacional lineal (Ep. 2.2), que permiten so-
lucionar de manera aproximada este problema.
2.2. Principio variacional
Sea 〈Φ|Hˆ|Φ〉 el valor medio del Hamiltoniano Hˆ sobre cierta funcio´n de
onda Φ. El desarrollo de Φ en te´rminos de las autofunciones de Hˆ es el
siguiente:
|Φ〉 =
∑
n
Cn|Ψn〉 (2.5)
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Si se exige que Φ sea normalizada, como las funciones de Hˆ son ortonor-
males (〈Ψn|Ψm〉 = δnm), se tiene que:
〈Φ|Φ〉 =
∑
n
|Cn|2 = 1 (2.6)
Teniendo en cuenta estas expresiones y usando que HˆΨn = EnΨn se puede
demostrar de manera sencilla que la magnitud E(Φ) = 〈Φ|Hˆ|Φ〉 siempre es
una cota superior para el menor autovalor de Hˆ (energ´ıa del estado ba´sico).
〈Φ|Hˆ|Φ〉 =
∑
m,n
C∗mCn〈Ψm|Hˆ|Ψn〉
=
∑
m,n
C∗mCnEn〈Ψm|Ψn〉
=
∑
m,n
C∗mCnEnδmn
=
∑
n
|Cn|2En ≥ E0
∑
n
|Cn|2
=
∑
n
|Cn|2En ≥ E0 (2.7)
Esta simple relacio´n es el Teorema Variacional, que ma´s expl´ıcitamente
afirma que cualquier funcio´n de onda en el espacio de Hilbert tiene una
energ´ıa mayor que la energ´ıa del estado ba´sico.
Este teorema permite crear una estrategia para hallar una aproximacio´n a
la energ´ıa y la funcio´n de onda del estado ba´sico ([29]). Por ejemplo, es posible
proponer una familia de funciones de onda normalizadas Φθ dependiente del
para´metro θ y calcular el valor esperado de la energ´ıa dependiente de θ:
E(θ) = 〈Φθ|Hˆ|Φθ〉 (2.8)
Entonces minimizando (2.8) se obtiene la mejor aproximacio´n a la energ´ıa
del estado ba´sico, restringida a la familia de funciones Φθ.
Otro posible me´todo consiste en desarrollar la funcio´n de onda en te´rminos
de cierta base de funciones ortonormalizadas en el espacio de Hilbert, de
manera similar a (2.5):
|Φ〉 =
∑
n
cn|ψn〉 (2.9)
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En este caso las funciones |ψn〉 no son autofunciones de Hˆ .
Luego se plantea el problema de extremos para el funcional:
F ({cn}) =
∑
m,n
cm
∗cn〈ψm|Hˆ|ψn〉 − ε(
∑
n
|cn|2 − 1) (2.10)
donde se ha introducido el multiplicador de Lagrange ε para tener en cuenta
la restriccio´n (problema de extremos condicionados) de que la funcio´n de
onda debe ser normalizada. La solucio´n de este u´ltimo problema sera´ dada
en te´rminos de los coeficientes del desarrollo y el multiplicador de Lagrange.
Teniendo expl´ıcitamente los coeficientes que minimizan el funcional (2.10), o
sea que minimizan la expresio´n:
E({cn}) = 〈Φ|Hˆ|Φ〉 =
∑
m,n
cm
∗cn〈ψm|Hˆ|ψn〉 (2.11)
dada la restriccio´n
∑
n |cn|2 = 1 es posible calcular la energ´ıa del estado
ba´sico simplemente sustituyendo en (2.11).
El me´todo variacional es uno de los ma´s empleados en la Qu´ımica Cua´nti-
ca. En particular, el u´ltimo caso sera´ u´til para deducir las ecuaciones de
Hartree-Fock e Interaccio´n de Configuraciones.
2.3. Me´todo de Hartree-Fock en a´tomos
En esta seccio´n propondremos dos me´todos para resolver el problema
de hallar la funcio´n de onda y la energ´ıa de a´tomos aislados planteado en
el Ep´ıgrafe 2.1. Primeramente trataremos el me´todo de Hartree, de manera
breve, luego se describir´ıa el me´todo de Hartree-Fock. Para una revisio´n ma´s
detallada del tema se recomienda consultar [28] y [29].
En la aproximacio´n de Hartree, la ma´s simple, la funcio´n de onda se
restringe a un producto de N orbitales de un electro´n (producto de Hartree):
Φ(r1, . . . , rN) =
N∏
i
φi(ri) (2.12)
donde no se toma en cuenta el esp´ın de los electrones ni la antisimetr´ıa de la
funcio´n de onda. Adema´s se impone la condicio´n adicional de que los orbitales
de un electro´n sean ortonormales.
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Si se desarrollan los orbitales en te´rminos de una base de funciones en el
espacio de Hilbert, de la manera siguiente:
φi(ri) =
∑
α
ciαϕiα(ri) (2.13)
se puede escribir entonces para la funcio´n de onda del sistema:
Φ(r1, . . . , rN) =
∑
α
N∏
i
ciαϕiα(ri) (2.14)
Tomando:
cα =
N∏
i
ciα
fα(ri) =
N∏
i
ϕiα(ri) (2.15)
obtenemos la expresio´n (2.9).
Construyendo el funcional (2.10) y minimiza´ndolo se obtienen los coefi-
cientes del desarrollo {cα} que permiten hallar la funcio´n de onda y la energ´ıa
del estado ba´sico (vea´se Ec. (2.11) ).
En el me´todo de Hartree-Fock (HF) s´ı se considera la antisimetr´ıa de la
funcio´n de onda del sistema de electrones (en general, fermiones). Para ello
se escribe la funcio´n de onda como un determinante de Slater como sigue:
Φ(x1, . . . , xN) =
1√
N !
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
φ1(x1) φ2(x1) . . . φN(x1)
φ1(x2) φ2(x2) . . . φN(x2)
...
...
. . .
...
φ1(xN) φ2(xN ) . . . φN(xN )
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.16)
donde la variable xi identifica a la coordenada espacial del electro´n i-e´simo
y a su proyeccio´n de esp´ın y φi(xj) es el orbital electro´nico i-e´simo evaluado
en las coordenadas y proyeccio´n de esp´ın del electro´n j-e´simo.
Si se desarrolla a los orbitales en te´rminos de una base de funciones en el
espacio de Hilbert (2.13), y se redefinen las funciones de la base del sistema
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de part´ıculas y los coeficientes, ana´logamente al caso anterior, se obtiene para
la funcio´n de onda del sistema una expresio´n similar a (2.9).
Planteando el funcional E(Φ) = 〈Φ|Hˆ|Φ〉 se obtiene la ecuacio´n:
E(Φ) =
N∑
i
〈φi|Tˆ |φi〉+ 1
2
N∑
i,j:i 6=j
{〈φiφj |Vˆ |φiφj〉 −
〈φiφj |Vˆ |φjφi〉} (2.17)
donde:
Tˆ (ri) = −1
2
∇2ri −
Z
ri
(2.18)
Vˆ (ri, rj) =
1
|ri − rj | (2.19)
En la expresio´n (2.17) los te´rminos 〈φiφj|Vˆ |φiφj〉 esta´n relacionados con la
interaccio´n directa (coulombiana) entre un par de electrones i, j, mientras que
los te´rminos 〈φiφj|Vˆ |φjφi〉 se deben a la interaccio´n de intercambio debida a
la antisimetr´ıa de la funcio´n de onda.
En el Ep. 2.2 se demostro´ que E(Φ) es una cota superior para la energ´ıa
del estado ba´sico de manera que minimizando el funcional (2.17) bajo la
restriccio´n de que los orbitales sean funciones normalizadas (〈φi|φi〉 = 1) se
obtiene la mejor aproximacio´n a la energ´ıa y la funcio´n de onda del estado
ba´sico del sistema de part´ıculas. La ecuacio´n variacional a resolver sera´:
δE({φ})−
∑
i
εiδ〈φi|φi〉 = 0 (2.20)
Utilizando la expresio´n (2.17) se obtiene:
Tˆ |φi〉+ {
N∑
j
〈φj|Vˆ |φj〉}|φi〉 −
N∑
i
{〈φi|Vˆ |φj〉|φi} (2.21)
= εi|φi〉
Esta ecuacio´n puede transformarse en la siguiente:
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{Tˆ +
N∑
i
[Vˆ di − Vˆ exi ]}|φi〉 = εi|φi〉 (2.22)
donde Vˆ di = 〈φi|Vˆ |φi〉 y se define el operador Vˆ exi segu´n la operacio´n Vˆ exi |f〉 =
〈φi|Vˆ |f〉|φi〉; o:
{Tˆ + Vdi − Vexi }|φi〉 = εi|φi〉 (2.23)
donde Vdi =
∑N
i Vˆ
d
i y Vexi =
∑N
i Vˆ
ex
i .
Una caracter´ıstica interesante de las ecuaciones de HF escritas en su forma
integro-diferencial (2.23) es que parecen ser ecuaciones de Schro¨dinger de una
part´ıcula con cierto potencial Vˆ = Vdi − Vexi , o sea que puede interpretarse
como el movimiento de un electro´n sujeto al campo central coulombiano del
nu´cleo y a un potencial que da cuenta de la interaccio´n aproximada con los
restantes N − 1 electrones ([27]). Aunque, en rigor, las expresiones (2.23) no
son ecuaciones de autovalores como la Ec. de Schro¨dinger debido a que el
potencial depende de los orbitales {φ} a trave´s de los operadores Vdi y Vexi .
El te´rmino Vdi representa el potencial promedio debido a la presencia de
los restantes N − 1 electrones y el te´rmino Vexi da cuenta de los efectos de
intercambio entre el estado |φi〉 y los restantes N − 1 orbitales ocupados por
electrones.
A continuacio´n obtendremos una ecuacio´n algebraica ana´loga a la ecua-
cio´n integro-diferencial 2.23 ma´s apropiada para la solucio´n del problema
mediante un algoritmo computacional.
Sustituyendo en (2.17) el desarrollo de los orbitales {φ}, similar a (2.13),
y haciendo un poco de algebra se obtiene la ecuacio´n:
E(Φ) =
N∑
i
∑
α,γ
C∗iαCiγ〈ϕα|Tˆ |ϕβ〉
+
1
2
N∑
i,j:i 6=j
∑
α,β,γ,δ
C∗iαC
∗
jβCiγCjδ{〈ϕαϕβ|Vˆ |ϕγϕδ〉 − 〈ϕαϕβ|Vˆ |ϕδϕγ〉}
(2.24)
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Minimizando el funcional E(Φ) = E({Ciα}) respecto de los coeficientes
del desarrollo de los orbitales Ciα, con la restriccio´n
∑
α |Ciα|2 = 1 se obtienen
las ecuaciones de HF en su forma algebraica:
∑
γ
{Tθγ +
N∑
j
∑
β,δ
C∗jβCjδ{〈θβ|Vˆ |γδ〉 − 〈θβ|Vˆ |δγ〉}}Cnγ = εnCnθ (2.25)
donde:
Tθγ = 〈θ|Tˆ |γ〉
〈θβ|Vˆ |γδ〉 =
=
∫ ∫
{ϕ∗θ(r1)ϕ∗β(r2)
1
|r1 − r2|ϕγ(r1)ϕδ(r2)d
3r1d
3r2}δSzθSzγ δSzβSzδ(2.26)
La solucio´n de esta ecuacio´n ser´ıan los coeficientes Cnθ y las energ´ıas εn.
Ahora bien, la ecuacio´n (2.25) es no lineal y su solucio´n no puede obtenerse
de manera algebraica. Sin embargo, puede resolverse por el me´todo nume´rico
autoconsistente. Reescribamos (2.25) de la siguiente manera:
H [{C(n−1)}]C(n) = εC(n) (2.27)
donde los elementos de matriz de H [{C(n−1)}] se escriben como:
Hθγ[{C(n−1)}] = Tθγ +
∑
j
∑
β,δ
(C
(n−1)
jβ )
∗C(n−1)jδ {〈θβ|Vˆ |γδ〉 − 〈θβ|Vˆ |δγ〉}
(2.28)
No´tese que este problema si se toma una aproximacio´n inicialC(0) arbitra-
ria puede ser resuelto iterativamente solucionando el problema de autovalores
y autovectores HC = εC. En cada iteracio´n se construye la matriz H a partir
de los autovectores en la iteracio´n anterior.
Ahora bien, la dimensio´n de la matriz H y de los vectores C (formados
por la componentes Cni para n fijo, o sea C = (Cn1, Cn2, . . . , CnNorb)) es, en
general, mucho mayor que el nu´mero de electrones N ; es igual al taman˜o
de la base de una part´ıcula Norb empleado (i.e. 1 < i < Norb). Por tanto,
los autovectores C correspondientes a los autovalores ε que se utilizan en
cada iteracio´n, una vez ordenados los autovalores de menor a mayor, son los
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N primeros; estos estados, que son los de menor energ´ıa, son los ocupados
por electrones, de manera que la energ´ıa del estado ba´sico del sistema sea la
mı´nima posible.
Haciendo un poco de algebra se puede hallar una expresio´n sencilla para
la energ´ıa de HF (aproximacio´n a la energ´ıa del estado ba´sico segu´n el me´todo
de HF):
EHF = mı´n{Ψ}
{E(Ψ)} = 1
2
∑
n
{εn +
∑
α,β
C∗nαCnβ〈α|Tˆ |β〉} (2.29)
No´tese que hemos partido del desarrollo de los orbitales de una part´ıcula
en determinada base {ϕ}, o sea:
φi(r) =
∑
i
Ciαϕα(r) (2.30)
La expresio´n (2.29) sera´ la energ´ıa exacta del sistema de part´ıculas en
presencia de un campo medio, o sea despreciando la correlacio´n debida a
la interaccio´n coulombiana entre electrones, si la base de funciones de una
part´ıcula {ϕ} es una base completa (l´ımite de HF). Usualmente, para el
co´mputo, debe truncarse la base de funciones y EHF es so´lo una aproxima-
cio´n. A medida que se aumente el taman˜o de la base {ϕ}, esta se aproximara´ a
ser completa y EHF convergera´ a la energ´ıa en el l´ımite de HF (EHFlimit).
2.4. Teorema de Koopmans. Energ´ıa de Ioni-
zacio´n y Electroafinidad.
Bajo la aproximacio´n de los orbitales “congelados”, o sea asumiendo
que los primeros N − 1 orbitales son ide´nticos para los sistemas con N y
N − 1 electrones, se puede obtener una aproximacio´n para la energ´ıa de
ionizacio´n del sistema, i.e. la energ´ıa necesaria para eliminar un electro´n
del orbital k, usando la teor´ıa de HF ([27]). Restando la ecuacio´n (2.17)
para el sistema con N − 1 part´ıculas de la misma ecuacio´n para el sis-
tema con N part´ıculas, y utilizando la expresio´n (2.21), se obtiene que
EI = ∆
kEHF = EHF (N) − EkHF (N − 1) = εk, donde εk es la energ´ıa del
k-e´simo estado monoelectro´nico ocupado ([27],[30],[31]). Este resultado se
conoce como teorema de Koopmans. De manera similar se puede calcular la
electroafinidad, i.e. la energ´ıa necesaria para que una mole´cula neutra forme
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un anio´n, y esta resulta EA = E
k
HF (N + 1)− EHF (N) = εk, donde ahora el
orbital k-e´simo es un orbital desocupado ([30]).
Es pertinente precisar que la identificacio´n de εk con la energ´ıa de ioniza-
cio´n en el primer caso y con la electroafinidad en el segundo, no es rigurosa,
debido a que se han ignorado los reajustes de los orbitales monoelectro´ni-
cos en los sistemas con N − 1 y N + 1 part´ıculas ([27]). Los estados de
N ± 1 part´ıculas ΨN±1(x1, . . . , xN±1) (2.16), construidos a partir de los orbi-
tales monoelectro´nicos optimizados para el sistema de N part´ıculas, no son
los o´ptimos para los sistemas con N ± 1 part´ıculas ([31]). Debe advertirse,
adema´s, que, au´n siendo EHF (N) y E
k
HF (N ± 1) cotas superiores para la
energ´ıa del estado ba´sico de los sistemas con N y N − 1 (N + 1) electrones,
la cantidad εk no es una cota superior (inferior) para la energ´ıa de ionizacio´n
(electroafinidad) del sistema con N electrones, debido a que se ha tomado la
resta entre dos cotas superiores ([27]).
A pesar de que las energ´ıas de ionizacio´n calculadas por este me´todo
son bastante razonables dentro de la teor´ıa de HF, las electroafinidades no
lo son, debido a que los estados desocupados o virtuales son incorrectos y
normalmente no son estados ligados ([30]).
2.5. Correlacio´n electro´nica
Cuando se asume que el electro´n se mueve en presencia del campo cen-
tral del nu´cleo y el campo promedio de los dema´s electrones, es de espe-
rar que haya errores provenientes de despreciar los efectos de la interaccio´n
coulombiana instanta´nea entre electrones, debida al potencial e2/r12 ([34]).
A esta interaccio´n coulombiana instanta´nea se le suele denominar correlacio´n
electro´nica. No´tese que es independiente de los efectos de intercambio, debi-
dos al Principio de Exclusio´n de Pauli, por lo tanto ocurre entre cualquier
par de electrones ya tengan espines paralelos o antiparalelos. El efecto fun-
damental de esta correlacio´n es la disminucio´n de la probalidad de encontrar
dos electrones muy cerca y el correspondiente aumento de la probabilidad de
encontrarlos suficientemente alejados uno del otro ([32]).
Como se ha sen˜alado en el ep´ıgrafe anterior, el me´todo de HF, siendo
una teor´ıa de campo medio, no tiene en cuenta la correlacio´n electro´nica, y
como consecuencia, so´lo puede hallar el 99% de la energ´ıa total del estado
ba´sico ([32]). Sin embargo, suele ser preciso en las predicciones de estructu-
ra molecular, no es muy costoso computacionalmente, y puede ser aplicado
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a sistemas grandes, e.g. mole´culas orga´nicas. Desafortunadamente, la parte
de la energ´ıa que la aproximacio´n de HF ignora tiene importantes efectos
qu´ımicos, particularmente cuando los enlaces se forman o se rompen ([32]);
en casos extremos como el de la mole´cula de F2, el me´todo de HF es incapaz
de describir el enlace([34]).
La energ´ıa de correlacio´n fue introducida por Lo¨wdin ([32]) en la forma
siguiente:
Ecorr = E − EHF (2.31)
donde E es la energ´ıa exacta no relativista del sistema electro´nico, y no
puede ser hallada de manera experimental. Esta energ´ıa de correlacio´n de-
be diferenciarse de la definida en el contexto de la Teor´ıa de Funcionales
de Densidad (Density Functional Theory ; DFT) como la difrencia entre la
energ´ıa exacta no relativista menos la suma de la energ´ıa cine´tica, la energ´ıa
directa de Coulomb, y la energ´ıa de intercambio; en este caso el operador de
intercambio es local y por tanto la suma mencionada es diferente a la energ´ıa
de HF ([30]).
Dado que la funcio´n de onda de HF es el mejor determinante de Slater
que puede obtenerse (aplicando el Me´todo Variacional, ve´ase Ep. 1.2 y 1.3)
cualquier enfoque que an˜ada la correlacio´n tiene que relajar esta aproxima-
cio´n considerando ma´s de un determinante de Slater o una funcio´n de onda
antisime´trica de otro tipo que describa al sistema de electrones ([30]). En
principio, cualquier funcio´n antisime´trica puede escribirse como una combi-
nacio´n lineal de infinitos determinantes de Slater ([30]), aunque este no es
un me´todo pra´ctico. Una mejor estrategia es incluir un pequen˜o nu´mero de
determinantes que sean realmente importantes en la energ´ıa ([30]). La ma-
nera en que se construyen dichos determinantes se abordara´ en el siguiente
ep´ıgrafe.
Es preciso apuntar que el cuadro de electrones individuales, representados
por orbitales monoelectro´nicos, en un campo medio de los dema´s electrones
(ve´ase Ep. 1.3) no se mantendra´ en lo adelante. En general, la funcio´n de onda
de muchas part´ıculas correlacionadas no puede ser escrita como un producto
antisimetrizado de orbitales monoelectro´nicos ([30]).
De cualquier modo, dado que de HF resulta la mayor contribucio´n a la
energ´ıa, la funcio´n de onda de HF es un buen punto de partida para ca´lculos
ma´s elaborados.
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2.6. Me´todo de Interaccio´n de Configuracio-
nes en a´tomos
La Interaccio´n de Configuraciones (Configuration Interaction, en lo ade-
lante CI) es un me´todo que ha sido aplicado con e´xito a estudios cuantitativos
en sistemas electro´nicos y en particular en a´tomos ([35]).
Es un me´todo post Hartree-Fock para encontrar la funcio´n de onda y la
energ´ıa del estado ba´sico y los estados excitados de un sistema de muchas
part´ıculas, teniendo en cuenta la correlacio´n entre ellas.
Se basa en el planteamiento del principio variacional lineal para la funcio´n
de onda del sistema, que se desarrolla en te´rminos de una base de funciones
en el espacio de Fock de N part´ıculas, de la siguiente manera:
Ψ(n) = C
(n)
0 Φ0 +
∑
σ,λ
X
(n)
σλ Φ
σ
λ +
∑
σ,τ,λ,µ
Z
(n)
στλµΦ
στ
λµ + . . . (2.32)
Usualmente las funciones de la base {Φ} suelen denominarse configura-
ciones y tienen las mismas propiedades de simetr´ıa de la funcio´n de onda
del sistema de part´ıculas. En particular para el caso de electrones (que son
fermiones) esta es una base de determinantes de Slater (funciones antisime´tri-
cas).
Figura 2.1: Esquema que representa a las configuraciones HF, 1p1h, y 2p2h
en el espectro electro´nico de HF(l´ıneas continuas horizontales). Con fondo
gris, se muestran los estados ocupados, y con fondo blanco, los desocupados.
Los puntos negros son electrones y los blancos huecos.
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El determinante de Slater Φ0 , que aparece en el primer te´rmino, es la fun-
cio´n de onda de HF. Los determinantes de Slater subsecuentes (Φσλ,Φ
στ
λµ, . . .)
se obtienen de sustituir orbitales ocupados λ, µ, . . . (con energ´ıa menor que la
energ´ıa de Fermi) por orbitales virtuales o desocupados σ, τ, . . .(con energ´ıa
mayor que la energ´ıa de Fermi) de HF. O sea, los determinantes del segundo
te´rmino son las configuraciones obtenidas a partir de considerar una part´ıcula
en un orbital de HF desocupado σ y dejar vac´ıo un orbital de HF ocupado λ,
llamadas configuraciones 1p1h (one-particle one-hole) o excitaciones simples;
los del tercer te´rmino son las configuraciones obtenidas a partir de conside-
rar dos part´ıculas en dos orbitales desocupados σ, τ y dejar vac´ıos dos orbi-
tales ocupados λ, µ, llamadas configuraciones 2p2h (two-particles two-holes)
o excitaciones dobles (Fig. 2.1). Sustituyendo n orbitales ocupados por n
desocupados, se obtiene el te´rmino n+ 1 del desarrollo.
La magnitud 〈Φ|Hˆ|Φ〉 siempre es mayor que la energ´ıa exacta, de manera
que minimiza´ndola respecto a los coeficientes de los Slaters (principio varia-
cional lineal, ve´ase Ep. 2.2) se obtiene la mejor aproximacio´n a la energ´ıa
exacta. Esto conduce a un problema de autovalores y autovectores ([28]) que
es posible representar ([36]), tomando hasta configuraciones 2p2h, como: EHF 0 Dt0 A Bt
D B C
 C0X
Z
 = E
 C0X
Z
 (2.33)
donde EHF = 〈Φ0|Hˆ|Φ0〉 es la energ´ıa de HF, DHF,στλµ = 〈Φ0|Hˆ|Φστλµ〉,
Aσλ,σ′λ′ = 〈Φσλ|Hˆ|Φσ′λ′〉 es la matriz de Tamm-Dankoff,Bσλ,σ′τ ′λ′µ′ = 〈Φσλ|Hˆ|Φσ
′λ′
λ′µ′〉,
y Cστλµ,σ′τ ′λ′µ′ = 〈Φσλλµ|Hˆ|Φσ′λ′λ′µ′〉.
(Las expresiones expl´ıcitas de estos elementos de matriz se pueden consultar
en el Ape´ndice A.).
En el problema (2.33) los autovectores son el conjunto de valores de los
coeficientes C0, Xσλ, Zστλµ que hagan mı´nima la energ´ıa, y los autovalores E,
los niveles de energ´ıa para diferentes estados (el estado ba´sico y los estados
excitados).
Se puede demostrar de manera sencilla que tomando todas las configura-
ciones posibles (FCI, Full Configuration Interaction), o sea una base completa
de funciones {Φ}, la energ´ıa que resulta de este problema de autovalores es
la energ´ıa exacta (dentro del marco de la Meca´nica Cua´ntica no-relativista),
y por ello es muy u´til como referencia para calibrar me´todos aproximados
([28],[33]).
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Ahora bien, como usualmente la base de funciones de una part´ıcula {ψ}
(orbitales) suele estar truncada (ve´ase 2.3), la energ´ıa obtenida con el me´todo
FCI tampoco es la energ´ıa exacta. Aunque es la mejor aproximacio´n que se
puede obtener para determinado valor fijo de orbitales y el mismo tipo de
base.
El desarrollo de la funcio´n de onda del sistema en la base de funciones
de N part´ıculas ({Φ}) tiene un gran nu´mero de te´rminos, incluso para una
pequen˜a base de orbitales ([33]). El Hamiltoniano (2.2), que no tiene en
cuenta las interacciones debidas al esp´ın, conmuta con los operadores de
proyeccio´n de esp´ın y esp´ın total (Sˆz y Sˆ2), y por tanto los elementos de
matriz Hˆµν = 〈Φµ|Hˆ|Φν〉 desaparecera´n si Φµ y Φν son autofunciones de esp´ın
con diferentes autovaloresMs o S. De manera que si la base de funciones {Φ}
son autofunciones de esp´ın se reduce considerablemente la dimensio´n de la
matriz Hamiltoniana. Au´n as´ı el nu´mero de te´rminos de la base (Slaters, para
electrones) #config aumenta dra´sticamente con el nu´mero de part´ıculas N y
el taman˜o de la base de orbitales Norb:
#config =
N∑
n=0
CNorb−Nn C
N
n =
N∑
n=0
(Norb −N)!
n!(Norb −N − n)!
N !
(N − n)!n! (2.34)
Para valores grandes de estas magnitudes el costo computacional de dia-
gonalizar matrices de dimensio´n grande hace que este me´todo (FCI) sea in-
tratable. Por lo tanto es usual recurrir al truncamiento de la base de funcio-
nes de N part´ıculas hasta excitaciones simples (CIS), dobles (CISD), triples
(CISDT), o cua´druples (CISDTQ). Debe tenerse en cuenta que, para buscar
una correccio´n a la energ´ıa del estado ba´sico, la base de funciones debe ex-
tenderse al menos hasta excitaciones dobles. Esto u´ltimo es consecuencia de
que el estado de HF no se mezcla con los estados 1p1h (〈Φ0|Hˆ|Φσλ〉 = 0), Teo-
rema de Brillouin ([31]). Estos me´todos (CISD, CISDT, CISDTQ) tienen en
cuenta una parte de la correlacio´n electro´nica, no toda, y se mejorara´ la apro-
ximacio´n en tanto crezca el taman˜o de la base de N part´ıculas considerada,
o sea en tanto las funciones {Φ} se aproximen a una base completa.
El me´todo FCI es consistente al taman˜o (size-consistent), o sea la energ´ıa
de dos sistemas suficientemente lejanos es la suma de las energ´ıas de cada
uno de los sistemas independientemente, y es extensivo (size-extensive), o
sea la energ´ıa del sistema es una funcio´n lineal del nu´mero de part´ıculas N .
Esto no ocurre con los me´todos CI truncados ([33], [34]).
Cap´ıtulo 3
Resultados y discusio´n
3.1. Implementacio´n y detalles computacio-
nales
El me´todo de HF fue implementado para a´tomos en FORTRAN 90, en
forma de mo´dulo. Algunas peculiaridades de la implementacio´n se detallan
ma´s adelante. Todos los ca´lculos de CISD fueron ejecutados utilizando una
adaptacio´n para a´tomos de la librer´ıa QDOTLIB ([37]), originalmente con-
cebida para el ca´lculo de propiedades electro´nicas de puntos cua´nticos. El
mo´dulo de HF y la librer´ıa QDOTLIB emplean subrutinas de la librer´ıa de
A´lgebra Lineal LAPACK de la librer´ıa nume´rica MKL. Para diagonalizar
matrices muy grandes (de dimensio´n mayor o igual que 20000) se utiliza el
algoritmo de Lanczos (ve´ase Ape´ndice C).
La base de funciones de una part´ıcula empleada es la base de a´tomos
hidrogenoides:
Ψnlm(~r) = Rnl(r)Ylm(θ, φ) (3.1)
donde Ylm(θ, φ) son los armo´nicos esfe´ricos y la expresio´n de Rnl(r) norma-
lizada viene dada por:
Rnl(r) = −
{(
2Z
na0
)3
(n− l − 1)!
2n[(n+ l)!]3
}1/2
e−ρ/2ρlL2l+1n+l (ρ) (3.2)
con:
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ρ =
2Z
na0
r (3.3)
a0 =
4πǫ0~
2
me2
(3.4)
En particular fueron utilizados so´lo 408 estados de esta base (Fig. 3.1), desde
el 1s(n = 1, l = 0) hasta el 8j (n = 8, l = 7), 204 con proyeccio´n de esp´ın
sz = 1/2 y 204 con sz = −1/2.
Con esta base fueron calculados, previamente, los elementos de matriz del
potencial de Coulomb 〈ϕθϕβ|1/|~ri−~rj |ϕγϕδ〉 (ve´ase Ape´ndice B). Los ı´ndices
θ, β, γ y δ son dependientes de los nu´meros cua´nticos n, l, m, sz. Las reglas
de seleccio´n para estas integrales bielectro´nicas permiten que no se calculen
y no se almacenen los elementos matriciales de Coulomb nulos.
El me´todo de HF implementado tiene las siguientes particularidades:
1. Se desprecian los coeficientes que son menores que cierto valor arbitrario
(en particular, en los ca´lculos presentados se escogio´ el valor 0,003), i.e. se
evalu´an como nulos si cumplen dicha desigualdad.
2. El criterio de parada (condicio´n de convergencia) que se impuso fue el
siguiente:
|ε(i)n − ε(i−1)n | < 10−6; ∀εn < εf (3.5)
donde εf es la energ´ıa de Fermi.
3. Adema´s, en la autoconsistencia se usa el me´todo de subrelajacio´n para
garantizar la convergencia, de manera que la matriz Hamiltoniana diagona-
lizada en la iteracio´n i-e´sima no es precisamente H sino:
H(i) = (1− ω)H(i−1) + ωH({C(i)}) (3.6)
donde ω es un para´metro de friccio´n o historia que esta´ entre 0 y 1. En la gran
mayor´ıa de los ca´lculos que se presentara´n en este art´ıculo se utilizo´ ω = 0,3
aunque en el caso de los ca´lculos para N = 2 se requirio´ un valor ω = 0,5.
Adema´s, se implemento´ el me´todo Post-Hartree-Fock de CISD (Fig. 3.1)
con un truncamiento de la base de funciones de N part´ıculas por energ´ıa
y por reglas de seleccio´n por proyeccio´n de momento angular y de esp´ın,
adema´s de por tipo de excitaciones consideradas (1p1h y 2p2h). O sea, no se
consideran los Slaters Φσλ cuando:
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|ελ − εσ| > Ecorte
|mλ −mσ| 6= △m (3.7)
|szλ − szσ| 6= △sz
y los Slaters Φστλµ cuando:
|ελ + εµ − εσ − ετ | > Ecorte
|mλ +mµ −mσ −mτ | 6= △m (3.8)
|szλ + szµ − szσ − szτ | 6= △sz
Se escogieron los valores△m = 0 y△sz = 0 para las dos u´ltimas condicio-
nes. Se utilizo´ el valor de Ecorte tal que #config fuese aproximadamente igual a
5000 para el caso N = 2, 11000 para N = 3, y 50000 para N = 10, 11, 18, 19.
Se hicieron ca´lculos de HF y CISD para para sistemas ato´micos con N =
2, 3, 10, 11, 18, 19 y para sistemas con un electro´n menos en cada caso (salvo
en el caso en que N−1 = 1, cuyo resultado es anal´ıtico y muy bien conocido)
para Zcoreǫ(−1, 1) con paso ∆Zcore = 0,1. El objetivo de estos ca´lculos es
hallar para cada Zcore la energ´ıa de ionizacio´n EI(Zcore) = E(N,Zcore) −
E(N − 1, Zcore).
Los ca´lculos de la energ´ıa del estado ba´sico de los sistemas ato´micos con
N y N − 1 electrones son aproximados debido al truncamiento de la bases
de una part´ıcula y de N part´ıculas. Sin embargo, dado un taman˜o fijo de
la base de una part´ıcula (en nuestro caso 408 estados de la base de a´tomos
hidrogenoides), la mejor aproximacio´n a la energ´ıa del estado ba´sico se ob-
tiene incluyendo ma´s efectos de correlacio´n electro´nica, o sea aumentando
el taman˜o de la base de N part´ıculas #config; esta aproximacio´n debe con-
verger cuando #config sea suficientemente grande, i.e. cuando se toman en
cuenta todas las configuraciones posibles (Full Configuration Interaction) en
el desarrollo de la funcio´n de onda del sistema (2.32).
Un estudio de la dependencia de EI con #config se muestra en la Fig. 3.2
para el caso de Z = 10 y N = 10, a´tomo neutro de Neo´n (Ne), y para el caso
de N = 10 y Z = 9, anio´n simplemente cargado de Flu´or (F−). En el gra´fico
#config es tal que no incluyen configuraciones ma´s alla´ de las excitaciones
dobles (CISD).
No´tese, ante todo, que la convergencia de EI no se obtiene en ninguno
de los dos casos, au´n cuando #config = 80000. En el caso del Ne, se pueden
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Figura 3.1: Esquema en que se registran las aproximaciones en el ca´lculo
ab initio implementado. En el eje horizontal, en profundidad, se sen˜ala si el
Hamiltoniano tiene en cuenta algu´n efecto relativista; en este estudio se tra-
baja dentro de la Meca´nica Cua´ntica no relativista. En el eje horizontal, de
izquierda a derecha, se indica el taman˜o de la base de una part´ıcula (orbita-
les); 408 estados hidrogenoides en este caso. Y, en el eje vertical, se muestra
el tipo de base de N part´ıculas considerada; hasta excitaciones dobles en
nuestro caso.
comparar los valores de EI calculados con el obtenido de forma experimental
1
(l´ınea roja). Adema´s, podemos advertir comparando el comportamiento para
F− y para Ne que la convergencia no se obtendra´ para el mismo nu´mero de
configuraciones.
De manera que la energ´ıa de ionizacio´n calculada nume´ricamente no es
una aproximacio´n buena a la energ´ıa de ionizacio´n del sistema f´ısico real. No
obstante, el pro´posito de este trabajo no es obtener con exactitud la energ´ıa
de ionizacio´n de los a´tomos estudiados sino describir caracter´ısticas generales
del comportamiento de esta magnitud en el dominio anio´nico para dichos
sistemas, y, para ello, los ca´lculos nume´ricos ejecutados resultan claramente
satisfactorios, como veremos ma´s adelante.
1Todos los resultados experimentales considerados provienen de la base de datos del
NIST (National Institute of Standards and Technology), cuya direccio´n electro´nica es
www.nist.gov .
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Figura 3.2: Gra´fico de EI vs. #config para el caso Ne y F
−. La l´ınea roja
representa la energ´ıa de ionizacio´n del Ne obtenida experimentalmente.
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Existe cierta indefinicio´n acerca de co´mo calcular la energ´ıa de ionizacio´n
de un a´tomo con N electrones utilizando el algoritmo de Interaccio´n de Con-
figuraciones truncado, y uno puede plantearse dos variantes: (1) calcular la
energ´ıa del estado ba´sico de los a´tomos con N y N − 1 electrones para un
nu´mero de configuraciones fijo (#config), aproximadamente igual en los dos
sistemas, escogiendo diferentes energ´ıas de corte (Ecorte) tales que verifiquen
en cada caso que se tiene el valor correcto de #config; o (2) calcular la energ´ıa
del estado ba´sico de ambos sistemas para la misma Ecorte, o sea con un nu´me-
ro de configuraciones diferente en cada caso. El ana´lisis de la dependencia de
EI con #config y las comparaciones con resultados experimentales, en cada
caso, permitieron concluir que el esquema de ca´lculo ma´s adecuado es el (2).
(En el caso en que se fija Ecorte, el nu´mero de configuraciones al que se ha-
ce referencia es el del sistema con N part´ıculas.). De manera que todos los
ca´lculos, incluso los mostrados en la Fig. 3.2, fueron realizados fijando, para
ambos sistemas, el valor de Ecorte, que como ya se ha visto es el para´metro
que limita las excitaciones consideradas en la construccio´n de los Slaters.
3.2. Espectros de energ´ıa de a´tomos en el do-
minio
anio´nico
Una de las formas ma´s elementales de entender la estabilidad del a´tomo
de N electrones para Z < N es analizar que´ le ocurre a su espectro energe´tico
a medida que se disminuye la carga nuclear.
Para un ana´lisis fenomenolo´gico de esta situacio´n utilicemos el modelo
de una part´ıcula enunciado en 1.3. En el caso neutro, Zcore > 0, el espectro
energe´tico del electro´n ma´s lejano al nu´cleo tiene infinitos niveles, y estos
tienen un punto de acumulacio´n (continuum) para ε = 0, debido a que el
electro´n considerado, a largas distancias, so´lo percibe un nu´cleo con car-
ga efectiva Zcore (a´tomo hidrogenoide con carga nuclear Zcore). Ahora bien,
cuando Zcore = 0 se tiene que la cantidad de niveles de energ´ıa para en el
modelo de un part´ıcula es finita, debido a que la profundidad del pozo cua-
drado, utilizado para describir la interacciones de corto alcance, es finita. De
manera que el espectro energe´tico colapsa, i.e. pasa de una cantidad infinita
a una cantidad finita de niveles de energ´ıa, en Zcore = 0. Para Zcore < 0
la cantidad de niveles debe decrecer con la disminucio´n de la carga nuclear
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y, finalmente, cuando Zcore = Z
(c)
core el estado ba´sico del electro´n ma´s lejano
entra en el continuum y el sistema con N part´ıculas se autoioniza.
Los ca´lculos nume´ricos de la energ´ıa del estado ba´sico y los primeros esta-
dos excitados de un sistema con N electrones tambie´n permiten visualizar es-
te comportamiento. Si definimos la energ´ıa de ionizacio´n EnsI como la energ´ıa
necesaria para mantener ligado al electro´n ma´s lejano al nu´cleo, encontra´ndo-
se el sistema en el estado ns, se tiene que E
ns
I = E
ns(Z,N)− E1(Z,N − 1),
donde Ens(Z,N) es la energ´ıa del estado ns del sistema con N electrones y
carga nuclear Z. En la Fig. 3.3 se muestra el espectro EnsI para el dominio
anio´nico (Zcore ≤ 1) en el caso de N = 10, donde se muestran solamente
aquellos estados ns para los cuales E
ns
I < 0 en la regio´n del a´tomo neutro
(Zcore = 1).
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Figura 3.3: Espectro energe´tico de energ´ıas de ionizacio´n del sistema con
N = 10 para Zcore ≤ 1. En la figura se muestran los primeros 22 estados
para los cuales EI < 0.
Obse´rvese que por el contrario de la descripcio´n fenomenolo´gica dada,
la cantidad de niveles energe´ticos es finita en todo el intervalo de Zcore. Es-
to se debe al truncamiento de la base de una part´ıcula. Adema´s, la razo´n
por la cual no aparecen ma´s estados para determinado Zcore puede no estar
relacionada con propiedades intr´ınsecas del sistema, y s´ı con los orbitales
monoelectro´nicos escogidos; en espec´ıfico, es posible que se deba a que las
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funciones de onda consideradas en la base tengan un radio caracter´ıstico me-
nor que las necesarias para describir la interaccio´n de largo alcance del u´ltimo
electro´n con el nu´cleo efectivo cuando la carga nuclear es suficientemente pe-
quen˜a. Sin embargo, lo ma´s importante que se debe resaltar de la Fig. 3.3, es
que, en efecto, el estado ba´sico y los estados excitados van aproxima´ndose a
EI = 0 cuando disminuye Zcore, hasta que, para Zcore = Z
(c)
core, todos los esta-
dos son absorbidos por el continuum y el sistema se vuelve inestable. (Ve´ase
‘absorcio´n de autovalores’ en sistemas de´bilmente ligados en [15]-[17].).
3.3. Estabilidad y universalidad de aniones
ato´micos en fase gaseosa
Los ca´lculos nume´ricos de CI para la energ´ıa de ionizacio´n de a´tomos con
N electrones arrojaron que para la carga nuclear cr´ıtica se cumple que:
N − 2 < Z(c) < N − 1 (3.9)
para los a´tomos con la estructura electro´nica de gases nobles (N = 2, 10, 18),
ve´ase la Tabla 3.1. Lo que indica que, en fase gaseosa, existen aniones ato´mi-
cos simples (Z = N − 1) estables, y que los aniones ato´micos doblemente
cargados (Z = N − 2) son inestables, resultado que esta´ en correspondencia
con lo obtenido por Kais y Serra ([13]).
N 2 10 18
Z
(c)
core −0,035246 −0,219341 −0,353622
Cuadro 3.1: Tabla de Z
(c)
core para N = 2, 10, 18.
Sin embargo, en el caso de los metales alcalinos (N = 3, 11, 19) se obtuvo
Z(c) ≥ N − 1, de manera que no existen los aniones ato´micos simples con la
estructura electro´nica de los metales alcalinos.
Otra caracter´ıstica distintiva de estos dos grupos de a´tomos es el com-
portamiento de EI en la vecindad del valor umbral de Zcore. En la Fig. 3.4
se muestra dicha diferencia.
No´tese primero que en el caso de los gases nobles ocurre que los elementos
con mayor nu´mero de electrones son menos estables en la regio´n del a´tomo
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Figura 3.4: Gra´fico de EI vs. Zcore. En (a) se muestran los casos de a´tomos con
la estructura electro´nica de gases nobles y en (b) los casos con la estructura
electro´nica de los metales alcalinos. Obse´rvese que Z
(c)
core < 0, es decir Z(c) <
N − 1, para los gases nobles.
CAPI´TULO 3. RESULTADOS Y DISCUSIO´N 36
neutro, sin embargo a partir de cierto valor de Zcore esta caracter´ıstica se
invierte, i.e. las curvas se cruzan, y en la regio´n anio´nica cercana al valor
umbral Zcore = Z
(c)
core son ma´s estables los a´tomos con ma´s electrones (ve´ase
tambie´n la Tabla 3.1).
En el caso de los metales alcalinos se muestra que este caracter´ıstica no
esta´ presente, i.e. los elementos con menor nu´mero de electrones son siempre
ma´s estables. Es preciso hacer notar que para N = 11 y N = 19 los puntos
con Zcore < 0,2 y Zcore < 0,5, respectivamente, no fueron calculados correc-
tamente con los me´todos nume´ricos utilizados, y que la unio´n con el punto
(0, 0) es simplemente una gu´ıa visual. Este ca´lculo puede mejorarse aumen-
tando la cantidad de configuraciones consideradas en la funcio´n de onda de
CI (2.32) y aumentando la cantidad de orbitales de una part´ıcula utilizados
en HF.
Para hallar una expresio´n anal´ıtica para el comportamiento de EI en las
proximidades del valor umbral Z
(c)
core, en ambos casos, utilizamos el modelo
propuesto en el ep´ıgrafe 1.3. Previamente se hizo un ajuste de los ca´lculos
nume´ricos con los resultados del modelo para el primer nivel de energ´ıa,
energ´ıa de enlace. Este ajuste no es perfecto pero para valores cercanos a
Z
(c)
core es muy bueno, de manera que este modelo es u´til para estudiar el
comportamiento anal´ıtico en la regio´n umbral.
El caso de los gases nobles puede ser modelado con el potencial de una
part´ıcula del Ep. 1.3, de manera que V (r) sea tal que admita al menos un
estado ligado para Zcore = 0, o sea que el pozo cuadrado tenga la suficiente
profundidad V0 como para admitir un nivel de energ´ıa. Ahora bien, la zona de
intere´s en el dominio de Zcore sera´ Zcore < 0, donde el potencial de Coulomb
es repulsivo. Para esta regio´n debe existir un valor cr´ıtico Zcore = Z
(c)
core para
el cual el electro´n ma´s lejano al nu´cleo deje de estar ligado, i.e. se produzca
efecto tu´nel a trave´s de la barrera coulombiana repulsiva (ve´ase Fig. 3.5).
Para problemas de dos part´ıculas (e.g. el corio´n y un electro´n) con un
potencial repulsivo menor que decae ma´s lentamente que 1
r2
(en particular
el potencial coulombiano |Zcore|/r) es conocido ([15]) que la funcio´n de onda
en el estado de cero energ´ıa del umbral tiene radio finito, de manera que en
la aproximacio´n a la zona umbral no hay un cambio brusco en la funcio´n de
onda del sistema. Por tanto es posible hallar el comportamiento en la regio´n
umbral (Zcore ≈ Z(c)core) por el me´todo perturbativo, entendiendo la variacio´n
en el potencial de Coulomb con respecto a Zcore como perturbacio´n ∆Vˆ . Para
ello se parte de la funcio´n de onda del estado ba´sico ψ(c) y el Hamiltoniano
en el umbral Hˆ(Z
(c)
core) = Hˆ(c), y se procede como sigue:
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Figura 3.5: Esquema que representa el potencial de una part´ıcula caracter´ısti-
co para los a´tomos con capas electro´nicas llenas.
E ≈ 〈ψ(c)|Hˆ(c)|ψ(c)〉+ 〈ψ(c)|∆Vˆ |ψ(c)〉
= E(Z(c)core) + 〈ψ(c)| −
Zcore − Z(c)core
r
|ψ(c)〉
= −〈ψ(c)|Zcore − Z
(c)
core
r
|ψ(c)〉
= c1 + c2Zcore (3.10)
No´tese adema´s que, el valor medio, bajo la funcio´n de onda en el umbral
ψ(c), del Hamiltoniano evaluado en Z(c) es igual a la energ´ıa del electro´n para
Zcore = Z
(c)
core, o sea 〈ψ(c)|Hˆ(c)|ψ(c)〉 = E(Z(c)core), y que, por definicio´n de Z(c)core,
E(Z
(c)
core) ≡ 0.
Por tanto, el comportamiento de EI cercano al umbral de autoionizacio´n
es lineal con Zcore. Este resultado y el hecho de que existe un radio finito para
la funcio´n de onda del u´ltimo electro´n en el estado de cero energ´ıa del umbral,
indica que puede existir una transicio´n de fase de primer orden en Z
(c)
core para
a´tomos con N = 2, 10, 18 (en [13] ya se hab´ıa sen˜alado esta particularidad
para los a´tomos con N = 2).
Los ca´lculos mostrados en la Tabla 3.1 fueron resultado de un ajuste lineal
de la data para N = 2, 10, 18 para puntos cercanos a EI = 0. En la Fig. 3.6
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se muestra la relacio´n entre Z
(c)
core y N , y entre la pendiente c1 (ve´ase la Ec.
3.10) y N .
Figura 3.6: a) Comportamiento de Z
(c)
core (c´ırculos azules) y la pendiente
c1(cuadrados negros) con N .
Los resultados de la Tabla 3.1 y la Fig. 3.6 pueden ser mejorados aumentando
el taman˜o de la base de N part´ıculas (2.32), o sea escogiendo un Ecorte mayor
que permita que la cantidad de configuraciones crezca (ve´ase 3.7 y 3.8).
Ahora bien, analicemos el caso de los metales alcalinos. El potencial de
una part´ıcula que describe correctamente este caso es tal que para Zcore < 0
no existe estado ligado (Fig. 3.4 b) ), En Zcore = 0, V (r) no debe admitir
ningu´n nivel de energ´ıa, el pozo cuadrado debe ser muy poco profundo o
incluso pudiera existir una barrera (−V0 > 0) para r < r0 (ve´ase la Fig. 3.7).
El radio caracter´ıstico de la interaccio´n de Coulomb es inversamente pro-
porcional a la carga nuclear (en este caso: rCoul ∼ 1/Zcore), de manera que a
cuando Zcore → 0 el radio rCoul crece infinitamente. O sea para Zcore suficien-
temente pequen˜a rCoul ≫ r0 y se puede considerar entonces que r0 → 0. Este
l´ımite permite hallar el comportamiento anal´ıtico de EI cerca de Z
(c)
core en el
caso de los sistemas con la estructura electro´nica de los metales alcalinos.
La funcio´n de onda radial para el l´ımite r0 → 0 resulta (ve´ase 1.5):
R(r) = B
Wβ,1/2(αr)
r
, r > r0 → 0⇒ r > 0 (3.11)
Para cualquier problema de campo central la funcio´n de onda evaluada
en cero es estrictamente cero, de manera que:
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Figura 3.7: Esquema que representa el potencial de una part´ıcula caracter´ısti-
co de los a´tomos con la estructura electro´nica de los metales alcalinos.
Wβ(ε),1/2(α(ε)r0) = 0 (3.12)
Exigiendo que ε → 0 (umbral de autoionizacio´n) se tiene que α(ε) → 0
(Ec. 1.6), por tanto:
Wβ(ε),1/2(0) = 0 (3.13)
La ecuacio´n anterior so´lo se cumple cuando β(ε) es entero. De la Ec. 1.6:
|ε| = 1
2
(
Zcore
β
)2
(3.14)
Ahora bien evaluando en esta expresio´n el entero β de menor mo´dulo se
obtiene la energ´ıa de mayor mo´dulo, i.e. la energ´ıa del estado ba´sico o energ´ıa
de enlace del electro´n de´bilmente ligado. O sea:
|ε0| = 1
2
(
Zcore
|β|min
)2
⇒ ε0 = −Zcore
2
2
(3.15)
De manera que el comportamiento de la energ´ıa de ionizacio´n cercano a
Z
(c)
core es como el de los a´tomos hidrogenoides. Por tanto, Z
(c)
core = 0 (3.15).
Hecho que explica la inestabilidad de aniones ato´micos para N = 3, 11, 19 e
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indica la zona universal en el comportamiento de EI vs. Zcore, para Zcore ≈ 0.
En la Fig. 3.4 esta universalidad no es evidente porque los ca´lculos nume´ricos
cercanos a Z
(c)
core (en este caso Z
(c)
core = 0, ve´ase la Ec. 3.15) son muy impreci-
sos. Esto u´ltimo es consecuencia del taman˜o de la base de orbitales de una
part´ıcula empleada; no se consideran funciones de onda de una part´ıcula de
radio caracter´ıstico suficientemente grande. Sin embargo, el comportamiento
anal´ıtico hallado indica que el tipo de transicio´n de fase presente en este caso
(N = 3, 11, 19) es continua o de segundo orden (resultado obtenido en [13]
para N = 3).
Conclusiones
En la tesis presentada se observa ante todo que la estabilidad de aniones
ato´micos simplemente cargados es una propiedad dependiente del nu´mero
de electrones de una forma cuasiperio´dica, donde el per´ıodo var´ıa segu´n el
nu´mero de electrones que llenan una capa electro´nica (e.g. 2, 8, 8, etc.). Los
a´tomos con la estructura electro´nica de los gases nobles, son siempre ma´s
estables (i.e. tienen energ´ıa de ionizacio´n menor para todo Z) que los que
tienen la estructura electro´nica de los metales alcalinos, y so´lo existen de
forma estable aniones ato´micos simplemente cargados (Z = N − 1), en fase
gaseosa, en el caso de los gases nobles. A pesar de que resulta evidente que
Z
(c)
core y c1 deben ser funciones de N , dado que es el u´nico para´metro libre de
los sistemas ato´micos en este estudio, no se pudo obtener una dependencia de
esta magnitud que fuera u´til para escalar los valores de EI y Zcore en la Fig.
3.4. Para encontrar esta dependencia sera´ necesario aumentar la cantidad de
casos estudiados, o sea realizar ca´lculos nume´ricos de la energ´ıa de ionizacio´n
para N = 36, 54, 86.
El comportamiento de la energ´ıa de ionizacio´n para el dominio anio´nico
es una caracter´ıstica comparativamente diferente para estos dos grupos de
a´tomos. Es notable, por ejemplo, que la aproximacio´n de la energ´ıa de ioni-
zacio´n al umbral de la carga nuclear es mucho ma´s abrupta para los gases
nobles, con una escala de variacio´n de ∼ 0,9 u.a., mientras que en el caso de
los metales alcalinos la variacio´n es de ∼ 0,2 u.a.. La dependencia anal´ıtica,
obtenida a partir del modelo de una part´ıcula, de la energ´ıa de ionizacio´n
con la carga del corio´n, en las proximidades de la carga cr´ıtica del corio´n, es
lineal en el caso de los gases nobles, y cuadra´tica (similar a la de los a´tomos
hidrogenoides) en el caso de los metales alcalinos, lo que se ajusta a los re-
sultados obtenidos mediante el ca´lculo nume´rico de CISD (Fig. 3.4) y sen˜ala
lo apropiado que es el modelo propuesto para la descripcio´n de los procesos
de autoionizacio´n en un a´tomo con N electrones.
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La zona universal develada por el modelo de una part´ıcula, en cada caso,
es la zona pro´xima al umbral de autoionizacio´n, o sea cercano a Z
(c)
core. En el
caso de los metales alcalinos se tiene que, segu´n el modelo de una part´ıcula,
Z
(c)
core = 0. Aunque los ca´lculos nume´ricos no muestran esta particularidad
correctamente, para algunos casos, es posible que esto se deba a la imple-
mentacio´n computacional de los me´todos de la Qu´ımica Cua´ntica empleados
y no a una propiedad f´ısica de estos sistemas.
Recomendaciones
Se recomienda, sobre todo, mejorar los ca´lculos de la energ´ıa de ionizacio´n
de todos los sistemas considerados aumentando el taman˜o de la base de una
part´ıcula e incluyendo ma´s efectos de la correlacio´n electro´nica, i.e. elevando
la dimensio´n de la base de N part´ıculas (ve´anse los ep´ıgrafes 2.5, 2.6 y 3.1; y
la Fig. 3.1), con el inconveniente del crecimiento del costo computacional.
Se deber´ıan obtener los escalamientos adecuados de EI y Zcore con N , de
manera que las curvas de EI vs. Zcore se concentren y la universalidad sea
evidente.
Adema´s, ser´ıa u´til ampliar la cantidad de casos estudiados, e.g. incluir
N = 36, 54, 86 y N = 37, 55, 87 en cada uno de los grupos comparados, y
analizar los a´tomos con estructura electro´nica similar a otros de los Grupos
de la Tabla Perio´dica.
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Ape´ndice A
Elementos de matriz expl´ıcitos
en el me´todo de CISD
Para hallar expl´ıcitamente los elementos de matriz que aparecen en el
problema de autovalores y autovectores HC = EC (2.33), primeramente se
utiliza la representacio´n de los nu´meros de ocupacio´n para la funcio´n de onda
Φ0 de HF (2.32). Como por definicio´n la funcio´n de onda de HF es aquella en
la que los electrones ocupan los orbitales de menor energ´ıa, esta se representa
como |HF 〉 = |1, 1, . . . , 1, 0, 0 . . . 0〉 donde los nu´meros 1 sen˜alan los estados
ocupados y los 0, los desocupados o virtuales; en este caso, los primeros N
orbitales esta´n ocupados y el resto desocupados.
A partir de la funcio´n |HF 〉 se generan las configuraciones simples Φσλ
y dobles Φστλµ (que denotaremos en este ape´ndice por |λ, σ〉 y |λ, µ, σ, τ〉)
aplicando los operadores de creacio´n eˆ†σ y aniquilacio´n eˆλ de electrones en los
estados σ y λ, respectivamente. De modo que, si εf es la energ´ıa de Fermi
del sistema, en |λ, σ〉 = eˆ†σeˆλ|HF 〉 se ha eliminado un electro´n en el estado
λ, con ελ < εf , y se ha creado un electro´n en el estado σ, con εσ > εf , y en
|λ, µ, σ, τ〉 = eˆ†τ eˆ†σeˆµeˆλ|HF 〉 se han eliminado dos electrones en los estados λ
y µ (µ < λ), con εµ, ελ < εf , y se han creado dos electrones en los estados σ
y τ (τ < σ), con εσ, ετ > εf (ve´ase Ep. 2.6).
Una vez escrito el Hamiltoniano en funcio´n de los operadores de creacio´n
y aniquilacio´n,
Hˆ =
N∑
i,j
〈i|Tˆ |j〉eˆ†i eˆj +
1
2
N∑
i,j,k,l
〈ij|Tˆ |kl〉eˆ†i eˆ†j eˆleˆk
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las magnitudes:
DHF,στµλ = 〈HF |Hˆeˆ†τ eˆ†σeˆµeˆλ|HF 〉
Bσ′λ′,στµλ = 〈HF |eˆλ′ eˆ†σ′Hˆeˆ†τ eˆ†σeˆµeˆλ|HF 〉
Aσ′λ′,σλ = 〈HF |eˆλ′ eˆ†σ′Hˆeˆ†σeˆλ|HF 〉
Cσ′τ ′µ′λ′,στµλ = 〈HF |eˆλ′ eˆµ′ eˆ†σ′ eˆ†τ ′Hˆeˆ†τ eˆ†σeˆµeˆλ|HF 〉
se calculan usando el Teorema de Wick.
De manera que para la matriz de Tamm-Dankoff se tiene la expresio´n:
Aσ′µ′,σµ =
(
EHF + ε
(e)
σ − ε(e)µ
)
δσσ′δµµ′
+ 〈σ′, µ|1/ree|µ˜′, σ〉, (A.1)
donde los elementos antisimetrizados de Coulomb se definen como:
〈σ′, µ|1/ree|µ˜′, σ〉 = 〈σ′, µ|1/ree|µ′, σ〉 − 〈σ′, µ|1/ree|σ, µ′〉 (A.2)
Los elementos de matriz de Coulomb 〈σ′, µ|1/ree|µ′, σ〉 son calculados en
te´rminos de los elementos de matriz sobre estados hidrogenoides (3.1) usando
una desarrollo similar a (2.13).
Finalmente, las matrices D, B y C se escriben expl´ıcitamente como:
DHF,στµλ = 〈µ, λ|1/ree|τ˜, σ〉 (A.3)
Bσ′µ′,στµλ = 〈µ, λ|1/ree|µ˜′, τ〉δσσ′
+ 〈µ, λ|1/ree|σ˜, µ′〉δτσ′
+ 〈σ′, λ|1/ree|τ˜, σ〉δµµ′
+ 〈σ′, µ|1/ree|σ˜, τ〉δλµ′ (A.4)
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Cσ′τ ′µ′λ′,στµλ =(
EHF + ε
(e)
σ + ε
(e)
τ − ε(e)µ − ε(e)λ
)
δσσ′δττ ′δµµ′δλλ′
+〈µ, λ|1/ree|µ˜′, λ′〉δσσ′δττ ′ + 〈σ′, µ|1/ree|µ˜′, σ〉δλλ′δττ ′
+〈τ ′, λ|1/ree|λ˜′, τ〉δσσ′δµµ′ + 〈τ ′, µ|1/ree|τ˜, λ′〉δσσ′δλµ′
+〈τ ′, λ|1/ree|τ˜, µ′〉δσσ′δµλ′ + 〈τ ′, µ|1/ree|µ˜′, τ〉δσσ′δλλ′
+〈τ ′, λ|1/ree|σ˜, λ′〉δµµ′δτσ′ + 〈σ′, λ|1/ree|τ˜, λ′〉δµµ′δστ ′
+〈σ′, λ|1/ree|λ˜′, σ〉δµµ′δττ ′ + 〈τ ′, σ′|1/ree|τ˜, σ〉δµµ′δλλ′
+〈τ ′, µ|1/ree|λ˜′, σ〉δλµ′δτσ′ + 〈σ′, µ|1/ree|λ˜′, τ〉δλµ′δστ ′
+〈σ′, µ|1/ree|σ˜, λ′〉δλµ′δττ ′ + 〈τ ′, λ|1/ree|µ˜′, σ〉δµλ′δτσ′
+〈σ′, λ|1/ree|σ˜, µ′〉δµλ′δττ ′ + 〈σ′, λ|1/ree|µ˜′, τ 〉δµ,λ′δστ ′
+〈τ ′, µ|1/ree|σ˜, µ′〉δλλ′δτσ′ + 〈σ′, µ|1/ree|τ˜, µ′〉δλλ′δστ ′ (A.5)
Ape´ndice B
Elementos de matriz de
Coulomb (integrales
bielectro´nicas) entre estados
hidrogenoideos
Los elementos de matriz de Coulomb, definidos en (2.26), que entran en
las ecuaciones de HF (2.3), pueden obtenerse anal´ıticamente si se escogen los
estados hidrogenoides (3.1) como la base de una part´ıcula {ϕ}. De manera
que, calculando la integral bielectro´nica sobre estos estados,
〈a, b||c, d〉 =
∫ ∫
{ϕ∗a(r1)ϕ∗b(r2)
1
|r1 − r2|ϕc(r1)ϕd(r2)d
3r1d
3r2}δSzaSzcδSzbSzd
(B.1)
se obtiene:
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〈a, b||c, d〉 = ZAδ(sza, szc)δ(szb, szd)δ(ma +mb, mc +md)δ(la + lb + lc + ld, par)
× (−1)mb−mc
√
(2la + 1)(2lb + 1)(2lc + 1)(2ld + 1)
×
√
(na − la − 1)!(na + la)!(nb − lb − 1)!(nb + lb)!(nc − lc − 1)!(nc + lc)!(nd − ld − 1)!(nd + ld)!
×
lmax∑
l=lmin
(
la l lc
−ma ma −mc mc
)(
la l lc
0 0 0
)(
lb l ld
−mb mb −md md
)(
lb l ld
0 0 0
)
×
na−la−1∑
ka=0
nb−lb−1∑
kb=0
nc−lc−1∑
kc=0
nd−ld−1∑
kd=0
(−1)ka+kb+kc+kd 2ka+kb+kc+kd+la+lb+lc+ld+4
ka!kb!kc!kd!
× 1
nka+la+2a (na − la − ka − 1)!(2la + ka + 1)!
1
nkb+lb+2b (nb − lb − kb − 1)!(2lb + kb + 1)!
× 1
nkc+lc+2c (nc − lc − kc − 1)!(2lc + kc + 1)!
1
nkd+ld+2d (nd − ld − kd − 1)!(2ld + kd + 1)!
×
[
(l + lb + ld + kb + kd + 2)!
(1/nb + 1/nd)l+lb+ld+kb+kd+3
{
(la + lc + ka + kc + 1− l)!
(1/na + 1/nc)la+lc+ka+kc+2−l
−
l+lb+ld+kb+kd+2∑
s=0
(1/nb + 1/nd)
s(la + lc + ka + kc + 1 + s− l)!
s!(1/na + 1/nb + 1/nc + 1/nd)la+lc+ka+kc+2+s−l
}
+
(l + la + lc + ka + kc + 2)!
(1/na + 1/nc)l+la+lc+ka+kc+3
{
(lb + ld + kb + kd + 1− l)!
(1/nb + 1/nd)lb+ld+kb+kd+2−l
−
l+la+lc+ka+kc+2∑
s=0
(1/na + 1/nc)
s(lb + ld + kb + kd + 1 + s− l)!
s!(1/na + 1/nb + 1/nc + 1/nd)lb+ld+kb+kd+2+s−l
}]
. (B.2)
Aqu´ı
(
la l lc
−ma m mc
)
son los denominados simbolos 3J, distintos de cero
so´lo cuando
−ma +m+mc = 0 (B.3)
la, l, lc esta´n relacionados entre s´ı a trave´s de las siguientes desigualdades
triangulares:
∆(la, l, lc) :

la + l ≥ lc
lc + la ≥ l
l + lc ≥ la
(B.4)
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y la sumatoria por l en (B.2) corre desde lmin = Max[|la − lc|, |lb− ld|, |ma−
mc|] hasta lmax =Min[la + lc, lb + ld], con l + la + lc = par.
De la expresio´n para 〈a, b||c, d〉 puede verse que la dependencia con Z es
trivial:
〈a, b||c, d〉Z = Z〈a, b||c, d〉Z=1 (B.5)
As´ı que basta calcular los elementos de matriz para el Hidro´geno y multipli-
carlos por Z en caso de cualquier otro elemento qu´ımico.
En la implementacio´n se hizo una tabla con los elementos de matriz dis-
tintos de cero para las integrales bielectro´nicas entre todos los estados con-
siderados, desde el 1s al 8j, para optimizar la ejecucio´n de los algoritmos de
HF y CISD.
Ape´ndice C
Algoritmo de Lanczos para
diagonalizar matrices sime´tricas
El algoritmo de Lanczos es un algoritmo iterativo que resulta de una
adaptacio´n del me´todo de potencias para hallar autovalores y autovectores
de una matriz sime´trica. Es particularmente u´til para diagonalizar matrices
dispersas (con muchos elementos nulos) de dimensio´n grande.
A continuacio´n veremos algo de teor´ıa sobre el problema sime´trico de au-
tovalores que utilizaremos luego para la construccio´n del algoritmo de Lan-
czos.
C.0.1. Algoritmo de Rayleigh-Ritz
El me´todo de Lanczos se basa a su vez en el algoritmo de Rayleigh-Ritz
para hallar una aproximacio´n al autovalor mı´nimo λ1[A] y al ma´ximo λn[A]
de una matriz A.
Primeramente enunciemos dos teoremas:
Teorema C.1 (Teorema del Coeficiente de Rayleigh) Sea A una matriz sime´tri-
ca n × n, con autovalores en orden ascendente λ1[A] ≥ . . . ≥ λn[A] y auto-
vectores q1, . . . , qn, donde Aqi = λiqi ∀1 < i < n. Sea x un vector arbitrario
tal que x ∈ Rn y sea el coeficiente de Rayleigh ρ(x;A) = xTAx
xT x
, entonces:
mı´n
x∈Rn
ρ(x;A) = ρ(q1;A) = λ1[A] (C.1)
ma´x
x∈Rn
ρ(x;A) = ρ(qn;A) = λn[A] (C.2)
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Demostracio´n C.1:
Sea el vector unitario u = x‖x‖ tal que ‖u‖ = 1, si se parte de la definicio´n
del coeficiente de Rayleigh, y se tiene en cuenta que xT ·x = ‖x‖2, se puede
obtener:
ρ(x;A) =
xTAx
xTx
=
xTAx
‖x‖2
= uTAu (C.3)
Ahora bien, hallemos el mı´nimo de la funcio´n de varias variables ρ(x;A).
Usando (C.3) y considerando la restriccio´n uT ·u = ‖u‖2 = 1 se puede plan-
tear el problema de extremos condicionados para el funcional:
L(u) = uTAu− λ(uT ·u− 1) (C.4)
Utilizando el convenio de Einstein para ı´ndices de sumacio´n, se puede escribir:
L(u) = uiaijuj − λ(uiui − 1) (C.5)
donde u = ‖ui‖n y A = ‖aij‖n×n.
De manera que el problema de extremos condicionados, haciendo un poco de
a´lgebra,
∂L(u)
∂uk
= uiaijuj − λ(uiui − 1)
= akjuj + uiaik − 2λuk
= akjuj + aikui − 2λuk
= akjuj + akiui − 2λuk; (aki = aik)
= aijuj + aijuj − 2λuj; (i ≥ j, k ≥ i)
= 2aijuj − 2λuj (C.6)
se reduce a:
2aijuj − 2λuj = 0 (C.7)
o´:
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2Au− 2λu = 0
⇒ Au = λu (C.8)
Por tanto, los vectores u que representan los puntos estacionarios de ρ(x;A)
son los autovectores normalizados de A, o sea ui = qi/‖qi‖, ∀1<i<n. O sea
que:
ρ(x;A) = uTAu = λuTu = λ (C.9)
De manera que, los valores de ρ(x;A) en los puntos estacionarios u, son los
autovalores λ de A. Finalmente, se sigue que:
mı´n
x∈Rn
ρ(x;A) = mı´n
λ∈{λi};1<i<n
λ ≡ λ1[A] (C.10)
ma´x
x∈Rn
ρ(x;A) = ma´x
λ∈{λi};1<i<n
λ ≡ λn[A] (C.11)
Que es lo que se quer´ıa demostrar. 
Teorema C.2 (Teorema de Rayleigh-Ritz) Sea A una matriz sime´trica n×n,
con autovalores en orden ascendente λ1[A] ≥ . . . ≥ λn[A]. Sea {q1, . . . , qm},
con qi ∈ Rn∀1<i<m, una base ortonormal en el subespacio Rm(m < n) ⊂ Rn,
de manera que cualquier vector x tal que x ∈ Rm pueda ser expresado como
combinacio´n lineal de los vectores {q1, . . . , qm}:
x = z1q1 + . . .+ znqn
o´:  x1...
xn
 =
 q1 . . . qm

 z1...
zm
 (C.12)
Entonces la mejor aproximacio´n para λ1[A] y λn[A] se obtiene de diagonalizar
H = QTAQ, y esta´ dada por λ1[H ] y λn[H ], respectivamente.
Demostracio´n C.2:
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Si se emplea la expresio´n (C.16) y se tiene en cuenta que Q es ortogonal
(QTQ = I, donde I es la matriz identidad) se puede expresar el coeficiente
de Rayleigh como:
ρ(x;A) =
xTAx
xTx
=
zTQTAQz
zTQTQz
=
zTHz
zTz
(C.13)
De manera que ρ(x;A) = ρ(z;H); por tanto, el mı´nimo (ma´ximo) del coefi-
ciente de Rayleigh para A sera´ tambie´n el mı´nimo (ma´ximo) del coeficiente
de Rayleigh para H , que es justamente λ1[H ] (λn[H ]), segu´n el Teorema C.1.
Finalmente, se tiene que λ1[A] = λ1[H ] y λn[A] = λn[H ]. Queda demostrado.

A partir de este u´ltimo teorema se construye el algoritmo de Rayleigh-Ritz
para hallar los autovalores ma´ximo y mı´nimo de una matriz sime´trica, adema´s
de los correspondientes autovectores. La idea fundamental es construir una
matriz H = QTAQ que sea mucho ma´s fa´cil de diagonalizar que A y cuyos
autovalores ma´ximo y mı´nimo coincidan. A continuacio´n se detallan los pasos
del algoritmo:
1. Se propone un conjunto de m vectores arbitrarios S = [s1, . . . , sm] tales
que sj ∈ Rn y se aplica la ortonormalizacio´n de Gram-Schmidt para
obtener un conjunto de vectores ortonormales Q = [q1, . . . , qm].
2. Se construye la matriz H = QTAQ.
3. Se diagonaliza H y se obtienen λ1[H ], . . . , λm[H ], tales que Hgk =
λk[H ]gk, k = 1, . . . , m.
4. La mejor aproximacio´n para los autovalores λ1[A] y λn[A] esta´ dada
por λ1[H ] y λn[H ], con los correspondientes autovectores yk = Qgk.
C.0.2. Algoritmo de Lanczos
El algoritmo de Lanczos usa impl´ıcitamente el algoritmo de Rayleigh-Ritz,
o sea propone una forma iterativa de hallar la matriz de vectores ortogonales
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Q tales que H sea tridiagonal. Existen algoritmos sencillos para diagonalizar
matrices tridiagonales sime´tricas de manera que obtener una matriz H en
esta forma es muy ventajoso computacionalmente.
A continuacio´n veremos un teorema que permitira´ entender los pasos del
algoritmo de Lanczos:
Teorema C.3 Sea A una matriz sime´trica n× n. Sea Qm = [q1, . . . , qm] la
base ortonormal obtenida por el me´todo de Gram-Schmidt:
q1 = s1/‖s1‖
q’i = si −
i−1∑
k=1
qk(qk· si) (C.14)
qi = q’i/‖q’i‖ ; ∀2<i<m
donde s1 es un vector arbitrario tal que s1 ∈ Rn y si = Aqi−1 ∀2<i<m.
Entonces Tm = Q
T
mAQ es una matriz tridiagonal.
Demostracio´n C.3:
Veamos algunos detalles de la ortonormalizacio´n de Gram-Schmidt. Prime-
ramente, por la construccio´n del me´todo se tiene que qi·qj = 0 ∀, i 6= j.
Tomando j > i y utilizando (C.14) se puede obtener:
qi·qj =
si·qj −
∑i−1
k=1 (qk·qj)(qk· si)
‖q’i‖
≡ 0
=
si·qj
‖q’i‖
= 0 (C.15)
No´tese que, como por construccio´n qk·qj = 0 ∀ k 6= j, y como 1 < k < i− 1
y j > i, el segundo te´rmino en (C.15) es exactamente nulo y, por tanto,
si·qj = 0.
Ahora bien, en el caso concreto del Teorema C.3 se tiene que sj+1 = Aqj ,
de manera que, segu´n (C.15), si i > j + 1 se cumple que qi· (Aqj) ≡
qTi (Aqj) = 0. Adema´s, como A es sime´trica (A = A
T ) se tiene que qTj (Aqi) =
(qTi (A
Tqj))
T = qTi (A
Tqj) = q
T
i (Aqj) = 0; por tanto, q
T
i (Aqj) = 0 para
i > j + 1 y para i < j − 1. Finalmente, se obtiene que los elementos de
la matriz Tm = Q
T
mAQm, que expl´ıcitamente se escriben como q
T
i (Aqj, son
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nulos para i > j + 1 y para i < j − 1, donde i es el ı´ndice de las filas y j el
de las columnas. De manera que la matriz Tm tiene forma tridiagonal:
Tm =

α1 β1
β1 α2 β2
. . .
. . .
. . .
βm−2 αm−2 βm−1
βm−1 αm
 (C.16)
donde: {
αi = q
T
i (Aqi) i = 1, . . . , m
βi = q
T
i+1(Aqi) i = 1, . . . , m− 1
Queda demostrado. 
Dado que la matriz Tm es tridiagonal (Teorema C.3), i.e. q
T
i (Aqj) = 0
para i > j + 1 y para i < j − 1, resulta que Aqj es una combinacio´n lineal
de los vectores qj−1, qj y qj+1, o sea:
Aqi = βi−1qi−1 + αiqi + βiqi+1 (2 ≤ i ≤ m− 1) (C.17)
Si definimos q0 = 0 la ecuacio´n anterior tambie´n es va´lida para i = 1.
Ahora bien, si ri = βiqi+1 (ri es una componente de Aqi ortogonal a qj
para j ≤ i), entonces de (C.17):
ri = Aqi − βi−1qi−1 − αiqi (2 ≤ i ≤ m− 1) (C.18)
Empleando la expresio´n (C.18) se puede construir el Algoritmo de Lanczos
(C.0.2).
Como puede verse, este algoritmo consiste en construir la matriz tridia-
gonal Tm que sera´ luego diagonalizada de manera exacta. Primeramente, se
escoge un vector unitario aleatorio, luego se aplica la matriz sime´trica A que
se quiera diagonalizar y se crea un nuevo vector que sera´ ortonormalizado
con el inicial por el proceso de Gram-Schmidt. Aplicando la matriz al vector
unitario ortonormal al inicial, se crea otro vector que debera´ ortonormalizarse
con respecto a los dos anteriores; as´ı sucesivamente, aplicando reiteradamen-
te la matriz A, se construyen los dema´s vectores mediante un esquema que
reproduce la expresio´n (C.17). Este procedimiento permite obtener, en la ite-
racio´n m-e´sima, los valores de {αi} y {βi} y construir la matriz Tm. Una vez
que esta matriz se diagonalice, se comprueba si existe convergencia para los
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Algoritmo 1 Algoritmo de Lanczos
r0 = Random(x;x ∈ Rn)
β0 = ‖r0‖
q0 = 0
i = 0
while (|(λa1 − λa−11 )/λa−11 | ≥ ∆ or |(λan − λa−1n )/λa−1n | ≥ ∆) do
i← i+ 1
qi ← ri−1/βi−1
ri ← Aqi − βi−1qi−1
αi ← qTi ri
ri ← ri − αiqi
βi = ‖ri‖
Construir la matriz Ti+1 a partir de {αi} y {βi}.
Diagonalizar Ti+1. Hallar autovalores (λ1[Ti+1] y λn[Ti+1]) y autovectores
(v1[Ti+1] y vn[Ti+1]).
λi1 ← λ1[Ti+1]
vi1 ← v1[Ti+1]
λin ← λn[Ti+1]
vin ← vn[Ti+1]
end while
λ1 ← λi1
v1 ← vi1
λn ← λin
vn ← vin
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autovalores (i.e. |(λa1 − λa−11 )/λa−11 | ≤ ∆ y |(λan − λa−1n )/λa−1n | ≤ ∆). Si han
convergido, λ1[Tm] y λn[Tm] son las mejores aproximaciones a los autovalo-
res λ1[A] y λn[A], respectivamente. Si no, se aumenta la dimensio´n m de la
matriz, o sea se calculan ma´s vectores qi con i > m que transformen A en
una matriz tridiagonal Tm, hasta que se obtenga convergencia.
C.0.3. Estabilidad nume´rica del algoritmo de Lanczos
Hemos probado que con aritme´tica exacta, los vectores {qi}, construidos
en el algoritmo de Lanczos, son una base ortonormal, y los autovalores y au-
tovectores de H son buenas aproximaciones a los autovalores y autovectores
de la matriz original A. Sin embargo, en la pra´ctica, mientras el ca´lculo se
ejecuta en aritme´tica de punto flotante, donde la inexactitud es inevitable,
la ortogonalidad se pierde ra´pidamente y en algunos casos el siguiente vector
calculado es incluso linealmente dependiente de los anteriores. Como resul-
tado, algunos de los autovalores de la matriz tridiagonal resultante pueden
no ser aproximaciones de los autovalores de la matriz inicial. Por tanto, el
algoritmo de Lanczos no es muy estable.
Los usuarios de este algoritmo deben ser capaces de encontrar y eliminar
los autovalores espurios. Para ello las implementaciones pra´cticas del algorit-
mo de Lanczos se dedican a:
Evitar la pe´rdida de la ortogonalidad.
Reortogonalizar despue´s de generada la base.
Identificar todos los autovalores espurios y eliminarlos.
Como conservar la ortogonalidad de un nu´mero grande vectores es in-
tratable, se suele mantener la cantidad de vectores acotada y si no se tiene
convergencia de los autovalores para el valor ma´ximo iteraciones entonces
existe la posibilidad de reiniciar el algoritmo y escoger un vector inicial dife-
rente. Una de las variantes del algoritmo de Lanczos es el reinicio impl´ıcito
(implicitly restarted Lanczos algorithm), que consiste en crear el vector inicial
usando la informacio´n de la matriz tridiagonal de la iteracio´n anterior.
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